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RESUMEN: Una de las razones por las que
iniciamos esta investigaciéon sobre la raiz
cuadrada fue el que este concepto desem-

b) la expresion ﬁ + \@ tiene cuatro valo-
res que se obtienen de combinar los resul-

pefia un papel fundamental en todos los
niveles escolares, desde los basicos hasta
los universitarios. A pesar de ello, no en-
contramos evidencia de que se hubiera
investigado sobre su problematica escolar.
Asi, al encontrarnos en nuestra experiencia
docente con concepciones recurrentes de
estudiantes cuando se trabaja con expre-
siones que involucran a la raiz cuadrada
como

a) la ecuacion x’=4 tiene sélo una solucion

tados Ja=1+2 y @ = iS, detectamos la
complejidad propia de este concepto ma-
tematico.

A través de un analisis epistemoldgico,
didactico y cognitivo, describiremos las
concepciones que estudiantes tienen res-
pecto al tratamiento de expresiones ma-
tematicas que involucran a la raiz cuadra-
da a lo largo de su vida escolar.

PALABRAS CLAVE: Raiz cuadrada, fenémeno

didactico, propiedad radicalizadora, dis-
funcionalidad.

la cual es x=2;

Introduccion

Nuestra investigacion se centra en estudiar este concepto desde el punto de vista de la
aritmética, posteriormente del algebra y por ultimo del célculo, mediante el andlisis de
libros de texto y la aplicacion de un cuestionario desde el nivel basico hasta el superior.
Finalmente mostraremos concepciones especificas relativas a la raiz cuadrada que per-

manecen en los estudiantes.

La presente investigacion tiene su marco de referencia en la Matematica Educativa, la
cual tiene como uno de sus objetivos el de hacer descripciones del funcionamiento del

sistema didactico: saber- profesor—alumno.
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Como lo mencionamos anteriormente, nuestro tema surge a partir de las concepciones de
estudiantes de diversos niveles educativos sobre la funcién raiz cuadrada, y, siendo el
sistema didactico nuestro objeto de estudio, reconocemos la importancia del estudio de
fendmenos didacticos; es decir aquellos fendmenos que suceden al seno del sistema
didactico conformado con la intencién comunicar contenidos, métodos y significados ma-
tematicos, de entre los cuales se derivan los fendbmenos ligados a las concepciones y re-

presentaciones de los estudiantes.

Este trabajo encuentra su marco de referencia en la linea de investigacion denominada
desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional (Cantoral y Farfan, 1998); la cual busca
determinar los procesos de construccién social del conocimiento relacionado con la ma-
tematica de la variacion y el cambio. En estas investigaciones se encuentran aquellas que
prestan atencion a la construccion de la nocion de funcion (Farfan et al., 2002a, 2002b).
Dentro de éstas se encuentran las investigaciones que elaboran explicaciones que dotan
de particularidades a su explicacion, especialmente en lo referente a las funciones tras-
cendentes como lo son las funciones logaritmicas, exponenciales y trigonométricas. Nues-
tro objetivo es mostrar que también las funciones racionales, en particular la construccién
de la raiz cuadrada, posee particularidades especificas que generan fenédmenos didacti-

cos especificos.

Asi, describiremos los fendbmenos didacticos ligados a las concepciones de los estudian-

tes respecto a la raiz cuadrada a lo largo de su vida escolar.*

De acuerdo con nuestra perspectiva sistémica la descripcion de las concepciones se en-
cuentran estrechamente ligados a los aspectos escolares y a la naturaleza y significados
de la raiz cuadrada, como ejemplo podemos mencionar que en matematicas la nocion de
“raiz” posee al menos dos significados explicitos. La primera es usada para sefialar cada
uno de los valores que puede tener la incognita de una ecuacion. La segunda acepcién es
usada para sefialar a la cantidad que se ha de multiplicar por si misma una o mas veces
para obtener un nimero determinado. En este sentido la radicacién (la accion de determi-
nar la cantidad que se ha de multiplicar por si misma una 0 mas veces para obtener un
namero determinado) es considerada la operacion inversa de la potenciacion (la accion de
multiplicar por si misma una 0 mas veces para obtener un nimero determinado). En parti-

cular, la raiz cuadrada es la operacion inversa de elevar al cuadrado. El operador tradicio-
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nal para esta operacion es el simbolo \f pero convencionalmente se utiliza el simbolo

'

Asi, la nocién de raiz cuadrada es un operador? matematico relacionado con otro opera-
dor (elevar al cuadrado) a través de un proceso inverso. De esta manera los significados y
funcionalidad de la raiz cuadrada esta fuertemente condicionado a aquellos presentes en
el operador elevar al cuadrado y aquellos presentes en los procesos inversos de un ope-

rador.

Nuestra investigacion consta de un analisis epistemoldgico, un analisis didactico y un ana-

lisis cognitivo.

Analisis epistemoldgico

En este apartado pretendemos responder a la pregunta ¢ Cudl es la naturaleza y signifi-
cados de la raiz cuadrada? Asi, trataremos de determinar los significados y funcionali-
dad de la raiz cuadrada desde un punto de vista historico-epistemoldgico; estudiamos a
grosso modo diferentes épocas rastreando que tipo de construcciones fueron realizadas
en relacién a la raiz cuadrada en tanto un operador matematico que se desarrolla e inclu-
ye en al menos cuatro contextos diferentes: el geométrico, el aritmético, el algebraico y el
funcional. En el contexto aritmético el operador raiz cuadrada se aplica a nimeros concre-
tos, en el contexto algebraico es aplicado a numeros generalizados e incégnitas y en el
contexto funcional es aplicado a variables. Aunque en el contexto geométrico no encon-
tramos mucha informacién, podemos mencionar que en el Libro Il, de los Elementos de
Euclides se muestra la presencia de una especie de “raiz cuadrada geométrica”; entendi-
do esto como un proceso inverso al de construir un cuadrado de un segmento de recta, es
decir, la raiz cuadrada esta determinada por la “linea recta” que produce un area dada.
Cabe notar que este proceso puede ser identificado “cuadrar” una figura. En cuanto a los
babilonios, este concepto era utilizado para “cuadrar” rectangulos. En el papiro de Berlin

se encuentra registrado un problema que muestra como calculaban raices cuadradas

En el contexto aritmético no encontramos evidencia en los escritos de Euclides, pero en
cuanto a los babilonios, se han encontrado tablillas que contienen tablas de cuadrados de
nameros, e incluso un problema resuelto en el que se muestra un algoritmo para calcular

raices cuadradas.
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En el contexto algebraico existen diversas interpretaciones que pueden darse a la letra en
contextos algebraicos (Rojas et al., 1997; Ursini, 1996), para nuestra investigacion intere-

san las siguientes

a) Letra como incognita. Aqui la letra se piensa como un numero particular pero descono-

cido.

b) Letra como numero generalizado. La letra se interpreta como representante de valores

0 capaz de tomar varios valores mas que como un valor especifico.

En términos bastante resumidos, encontramos informacion en el Libro primero de Arit-
hemetica Algebratica de Marco Aurel (publicado en Valencia en 1552) y al que hace refe-
rencia (Melvilla, 1993) y al de Chuquet en La triparty en la Science des Nombres (docu-

mento fechado en 1484) del cual hace referencia (Paradis, 1993).

Por ultimo, en el contexto funcional, encontramos obras de finales de siglo XVI en donde
no es posible encontrar curvas con ecuaciones del tipo y:\&, pero si la curvas con

ecuaciones del tipo y2 = X. Esto sefala que el operador raiz cuadrada no es necesario en

contexto en donde las variables no guardan ninguna jerarquia una respecto a otra

Analisis didactico

En este apartado pretendemos contestarnos la pregunta ¢Cuales son las costumbres
escolares al momento de tratar la raiz cuadrada? En esta parte realizamos una revi-
sion bibliografica de los libros de texto de matematicas que se utilizan en los diferentes
niveles educativos mexicanos. Encontramos que el operador raiz cuadrada es oficialmen-
te introducido en el primer afio de Educacion Secundaria. En este grado, es utilizado
implicitamente como la operacién inversa de elevar al cuadrado nimeros naturales, es
decir, Unicamente se obtienen raices cuadradas exactas a través de tablas de cuadrados
que los estudiantes han obtenido previamente. El tema es nuevamente tratado hasta ter-
cer afio, con el célculo de raices cuadradas por diversos métodos (algoritmo tradicional o
método de la “casita”, babilonio, grafico, de newton y aproximacion). Aqui, la raiz cuadra-

da de un numero puede ya tener parte decimal.

En general, los libros de texto autorizados por la SEP para la Escuela Secundaria definen

al proceso de calcular raices cuadradas como
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“La raiz cuadrada de un numero a (donde a>0 ) es otro numero b tal que al elevarlo al

cuadrado sea igual a a , es decir, b es la raiz cuadrada de a si b%=a”

En cuanto a los libros de texto utilizados para los niveles medio superior y superior, en-
contramos que éstos manejan la nocion de raiz cuadrada en tres contextos, el algebraico,

el aritmético y el funcional.

En el plano aritmético las definiciones que encontramos sobre la raiz cuadrada son las

siguientes:

e (Baldor, 1990) "a=h significa que b" = a. Ademas, la raiz cuadrada exacta de un
namero es el nimero que elevado al cuadrado reproduce exactamente el nimero dado.
Asi, 3 es la raiz cuadrada exacta de 9, porque 3° = 9y 5 es la raiz cuadrada exacta de 25

porque 5% = 25.
¢ (Wentworth y Smith,1985) define dos significados de la palabra raiz

a) la raiz de un numero es todo nuamero del cual el primero es una potencia y b) Se le

llama raiz al valor de la incognita o incognitas de una ecuacion. Este autor afirma que:

“Todo numero positivo tiene dos raices cuadradas que son numéricamente iguales pero
de signos contrarios”, asi, 9 tiene dos raices cuadradas, el 3 y el -3". Una vez que se ha
definido la raiz cuadrada, se introduce el concepto de raiz aritmética, la cual es la real
positiva, es decir, sélo se tomaran las raices cuadradas positivas y se hace la considera-

cion de que el radical por si solo representa la raiz cuadrada aritmética

Asi, en el plano aritmético, se conviene que la raiz cuadrada de un nimero sera la raiz

cuadrada aritmética.

En el plano algebraico encontramos que Lehmann (2001) afirma que Ja+-/9 significa 2
+3yno+2+ 3, pero los valores de la ecuacion x> =5 se expresan como X = +./5 y no

como X :ﬁ

Es asi como en el discurso matematico escolar encontramos disfunciones® tales que
hacen que el concepto raiz cuadrada cambie de significado al pasar de un contexto

aritmético a un contexto algebraico.
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En un plano funcional, encontramos que de acuerdo a la definicion usual de funcién (fun-
cion uniforme) la expresion y =iﬁ no representa una funcion. Asumiendo que en el

contexto algebraico, se habia convenido que la raiz cuadrada tendria dos valores, (X = +2
) podemos decir que el significado de la raiz cuadrada cambia en el transito del contexto

algebraico al contexto funcional.

Es asi como en el discurso mateméatico escolar encontramos disfunciones tales que hacen
que el concepto raiz cuadrada cambie de significado al pasar de un contexto algebraico a

un contexto funcional.

Por lo tanto, el significado del operador raiz cuadrada dependera del contexto en el que

nos encontremos

Analisis coghnitivo

Con este apartado pretendemos contestar la pregunta: ¢ Qué concepciones poseen los
estudiantes respecto a la raiz cuadrada? Para contestar esta pregunta utilizamos un
cuestionario el cual aplicamos a estudiantes de distintos niveles educativos: Educacién
Secundaria, Educacion media superior y superior. Las concepciones resultantes fueron

las siguientes:

La raiz cuadrada NO es una operacion basica, puesto que no aparece en los célculos
cotidianos

El operador raiz cuadrada es proceso que permite encontrar nimeros tales que al multi-
plicarlos por si mismos nos den el nimero que se encuentra dentro del operador, pero los

nameros negativos NO SON CONSIDERADOS como raices cuadradas independientes

La ecuacién x*—4 =0 tiene una sola solucién, puesto que sélo se toman en cuenta las

raices principales

La radicacion es la operacién inversa de la potenciacion, y podemos extenderla a todos

los reales, por lo cual es valido lo siguiente

o= 2



X1 Congreso Nacional de Investigacion Educativa / 5. Educacion y Conocimientos Disciplinares / Ponencia

La expresion 2/a representa una division en la cual voy a encontrar la mitad del nimero

dentro del operador

Las propiedades de la igualdad se extienden a los radicales, por lo cual es valido que Si

a=b entonces -/a=-b

Conclusiones

e Tanto profesores como estudiantes establecen el “teorema de facto™

siguiente: Si
a,b,c son numeros cualesquiera, tales que a=b, entonces % =%. En particular,
q q p

sic=2:Si a=b entonces Ja=-b

A esta “propiedad” le llamamos “propiedad radicalizadora de la igualdad” para designar la

2
practica escolar cotidiana que determina que Ja? =(ﬁ) =a ySi a=b entonces

Ja=b

¢ La radicacién es la operacion inversa de la potenciacion, la cual genera que se llegue

a resultados del tipo:

’ )
fat= —4 “
Pero que funciona en el caso:

T \

el &N o A~

Wt 7 = Xt=

\ J! L= ] Zen

[4on =T@) = 2

¢ La raiz cuadrada tiene dos valores, pero de signos contrarios, es decir, el operador I
genera dos resultados, pero en el contexto aritmético, Unicamente se utiliza el valor
positivo o raiz principal. Esta concepcion genera respuestas como la siguiente cuando el

estudiante se encuentra en el contexto algebraico:
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xl; H = 2T \'-11;1
X< X

Como nuestro trabajo tiene un enfoque sistémico, la integraciéon de los resultados obteni-

dos en cada uno de los apartados es la siguiente:

Nuestro andlisis epistemologico muestra evidencia de la necesidad de introducir un
algoritmo para el calculo de raices cuadradas. Chuquet nos muestra un método para
resolver ecuaciones de segundo grado. El analisis didactico muestra que existen diversos
algoritmos para calcular raices cuadradas, asi como la formula general para encontrar
soluciones de ecuaciones de segundo grado. El andlisis cognitivo nos muestra los
“métodos” que utilizan los estudiantes para hacer este tipo de calculos. Tomando como

antecedente estos hallazgos, tenemos lo siguiente:

e Chuquet, a pesar de aceptar y manejar nimeros con signo (HR§123 para indicar

—/12x° ), no parece considerar el signo — para encontrar las soluciones de una ecuacién

cuadratica.

e Los libros de texto nos muestran que al calcular raices cuadradas de nameros

concretos, so6lo se tomara la positiva (a la que se llamara raiz principal)

e Los estudiantes omiten el signo negativo de la raiz al considerar Unicamente la raiz

positiva para el calculo de soluciones de una ecuacién del tipo. x> +a =0

e Finalmente concluimos que, el operador \f tiene diferentes significados cuando se

aplica a numeros concretos (contexto aritmético), niameros generalizados (contexto
algebraico) y variables (contexto funcional). Las disfunciones escolares en el manejo de
este operador en el transito de contextos (aritmético, algebraico y funcional) generan

fendmenos didacticos especificos.

Notas

1. Para lograr esto tomamos una muestra de 2. En este trabajo entenderemos como ope-
estudiantes de los diferentes niveles educati- rador a un simbolo matematico que denota
VOS mexicanos un conjunto de operaciones que han de reali-

zarse sobre cierto tipo de objetos
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3. Entenderemos por disfuncién escolar a la 5. Segun (Vergnaud, 1992) citado en (Farfan,
ambigledad que produce el empleo escolar 1997), estos teoremas estan ligados a la
de significados que en un contexto son vali- “induccion de las propiedades validas” y en el
dos pero fuera este no lo son “recurso de la analogia”.

4. Estudiantes entre los 15y los 22 afios
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