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RESUMEN: En el presente trabajo se analizan
los resultados de un proyecto de investiga-
cion desarrollado en el IPN que tuvo como
propdsito analizar las competencias ma-
tematicas desarrolladas por los estudiantes
en una ambiente de resolucién de proble-
mas incorporando alguna herramienta
computacional. Los problemas disefiados
estdn relacionados con el concepto de
variacién, que es esencial para el estudio
de diferentes fendmenos. El marco tedrico
utilizado para el analisis de los datos se

cias por parte de los estudiantes. El proyec-
to se desarrollé siguiendo una metodologia
de tipo cualitativo. Los resultados de la
investigacion muestran que los estudiantes
desarrollan diferentes competencias ma-
tematicas aun cuando trabajan con las
mismas actividades, y utilizan los conoci-
mientos adquiridos en cursos previos para
poner en accion heuristicas durante la re-
solucién de los problemas.
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de problemas, herramienta computacio-
nal, representacion.

refiere a las competencias matematicas y a
los niveles de manejo de estas competen-

Introduccion

Los antecedentes del término competencia, se encuentran en el programa para evaluar al
estudiante internacional (PISA) desarrollado en 1977 por la Organizacién para la Coope-
racion y el Desarrollo Economico (OCDE). Este término esta relacionado con la capacidad
de los estudiantes para analizar, razonar y comunicarse con otros estudiantes en forma
efectiva, asi como resolver e interpretar problemas en una amplia variedad de areas
(OCDE, 2005). Se considera que desarrollar una competencia es mas complejo que des-
arrollar un conocimiento o habilidad porque implica poner en juego el manejo de recursos
sicosociales en un contexto particular. Las competencias se manifiestan cuando un sujeto
realiza una tarea en la que pone en juego sus conocimientos, habilidades, actitudes y va-

lores para llevarla a cabo.
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De la revision de la literatura (OCDE, 2005), es posible identificar competencias basicas
en tres grandes categorias:

Categoria 1. Los individuos necesitan utilizar un amplio rango de herramientas para actuar
efectivamente con el ambiente; unas fisicas como alguna tecnologia de informacion y co-

municacioén (TIC); otras socioculturales como el lenguaje (p.10).

Categoria 2. Los individuos deben ser capaces de relacionarse con otros, para poder in-

teractuar con grupos heterogéneos (p.12).

Categoria 3. Los individuos deben adaptarse u vida, adaptandose al contexto social pero

actuando en forma auténoma (p.14).

En el marco de las propuestas realizadas por la Uniéon Europea se identifican ocho com-

petencias basicas que se incluyen en las tres categorias anteriores:
e Competencias en comunicacién linguistica
¢ Competencias Matematicas
o Competencia en el conocimiento y la interaccion con el mundo fisico
e Tratamiento de la informacién y competencia digital
¢ Competencia social y ciudadana
e Competencia cultural y artistica
¢ Competencia para aprender a aprender
e Autonomia e iniciativa personal

En este trabajo se hara referencia a las competencias matematicas que se refieren a la
capacidad de un individuo para identificar y entender el papel que tienen las matematicas
en el mundo, hacer juicios fundamentados y emplear las matematicas en aquellos mo-
mentos en que se presenten necesidades para su vida individual como ciudadano cons-
tructivo, comprometido y reflexivo (ISEI-IVEI, 2004). De acuerdo con los resultados del
estudio PISA de 2003, el conocimiento de las matematicas implica el desarrollo de las

siguientes competencias: a) pensar y razonar; b) argumentar; ¢) comunicar; d) modelar; e)
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plantear y resolver problemas; f) representar y, g) utilizar el lenguaje simbdlico, formal,

técnico y las operaciones definidas en este lenguaje y h) utilizar las TIC (ISEI-IVEI, 2004).

Las ideas anteriores son los antecedentes de un proyecto desarrollado en el IPN que tuvo
como objetivo: proponer una estrategia didactica para el desarrollo de las competencias
matematicas mencionadas en el parrafo anterior. En particular, en este documento se
analizan las competencias matematicas desarrolladas por los estudiantes durante una de

las actividades.

Referentes Teoricos

En el proyecto PISA se establecen seis niveles de manejo de competencias que se ponen
en accién durante la resolucion de problemas matematicos y que fueron considerados
para el analisis de los datos del proyecto (INECSE, 2005, p. 5).

Primer nivel: Los alumnos identifican la informacién y efectian procedimientos rutinarios

siguiendo instrucciones directas en situaciones explicitas.

Segundo nivel: Los alumnos saben interpretar y reconocer situaciones en contextos que

exigen una deduccion directa y utilizan una sola representacion.

Tercer nivel: Los alumnos saben ejecutar los procedimientos descritos; son capaces de
aplicar estrategias simples de resolucién de problemas; pueden utilizar e interpretar infor-
macion de diferentes representaciones; y extraer conclusiones directas de ellas y exponen

en forma escrita y breve sus interpretaciones resultados y razonamientos.

Cuarto nivel: los alumnos trabajan en forma efectiva con modelos explicitos en situaciones
complejas y concretas que exigen que se realicen suposiciones; son capaces de selec-
cionar e integrar diferentes representaciones incluyendo las simbélicas y relacionarlas con
las caracteristicas del mundo real y son capaces de elaborar y transmitir sus explicacio-

nes y argumentaciones.

Quinto nivel: los alumnos desarrollan y trabajan con modelos en situaciones complejas
identificando condiciones y estableciendo suposiciones; son capaces de comparar y valo-
rar estrategias de resolucién de problemas; utilizan formas de pensamiento y razonamien-
to bien desarrolladas, relacionan las representaciones en forma adecuada y son capaces

de reflexionar sobre sus acciones.
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Sexto nivel: los alumnos forman conceptos, generalizan y utilizan la informacién durante la
resolucion de problemas; relacionan representaciones y diferentes fuentes de informacién
de una manera flexible; poseen un pensamiento y razonamiento matematico avanzado;
utilizan su razonamiento junto con el dominio de las relaciones y operaciones matemati-
cas simbdlicas y formales para generar nuevas estrategias ante situaciones nuevas y for-
mulan y transmiten de manera precisa sus reflexiones, interpretaciones y argumentos y su

adecuacion a las situaciones nuevas (p. 5).

Los niveles quinto y sexto corresponden a un pensamiento mas abstracto en los estudian-
tes, caracterizado por: la generacion de modelos, la comparacion y valoracion de heuristi-
cas en la resolucion de los problemas, la relacién entre diferentes representaciones y la
comunicaciéon de sus resultados utilizando operaciones matematicas simbdlicas en sus

procesos de argumentacion.

En particular para la generacion de un modelo matematico resulta esencial que los estu-
diantes establezcan relaciones entre las variables del problema (relaciones funcionales), y
exploren la variacion de la funcion propuesta, esta actividad se puede efectuar al trabajar
con diferentes representaciones: tabular, algebraica y grafica de la funcion. Emplear dife-
rentes representaciones es Util para identificar y explorar conjeturas o relaciones entre las
variables del problema, buscar argumentos matematicos que las sustenten, y eventual-

mente desarrollar formas eficientes para comunicar los resultados (Santos, 2007).

Las representaciones utilizadas por los estudiantes y las relaciones que establecen entre
ellas son elementos de analisis para conocer el tipo de razonamiento que desarrollan; se
considera que el razonamiento de los estudiantes, esta relacionado directamente con la
representacion empleada y que al hacer uso de varias representaciones se desarrolla una
comprension mas completa de un concepto (Garcia & Benitez, 2011; Parnafes & Disessa,
2004).

Sujetos, Métodos y Procedimientos

Para obtener informacién de las competencias matematicas desarrolladas por los estu-
diantes se analiza el trabajo de los mismos durante las actividades disefadas y en este
documento se analiza una de ellas. En la implementacion de las actividades se generd
dentro del aula un ambiente que propiciara la discusion de ideas matematicas y la valida-

cion de razonamientos y conjeturas. En este escenario el papel del profesor fue recabar
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datos para documentar y, posteriormente, analizar el trabajo de cada estudiante en este
proceso. Se considerd que una metodologia pertinente para llevar a cabo la investigacion
debia ubicarse en un paradigma de investigacién cualitativo en el que se asume una

construccion social del significado de los conceptos:

Los instrumentos utilizados para la recoleccién de datos durante la investigacion fueron:
a) Reportes escritos elaborados en forma individual.

b) Reportes escritos elaborados por cada pareja de estudiantes.

c) Grabaciones en audio del trabajo de los estudiantes.

d) Grabaciones en video del trabajo de los estudiantes.

e) Reportes elaborados por el profesor-investigador.

f) Archivos de Excel guardados en discos flexibles elaborados por los estudiantes en for-

ma individual y en pareja.

Actividad. Interés compuesto

En las instituciones bancarias anuncian que el interés que pagan a un cliente se aplica
diariamente, por hora e incluso por minuto o fraccién de minuto. Cuando esto ocurre, se

dice que el interés se compone o capitaliza continuamente.

Si Qo es la cantidad inicial de dinero; a es el interés generado en un periodo y Q, es la
cantidad de dinero acumulada en una cuenta de ahorros después de n periodos. Determi-

na un modelo para calcular la cantidad de dinero acumulada al final de n periodos.

Analisis de datos

La actividad que se reporta en este documento se llevé a cabo durante dos sesiones de
una hora y treinta minutos cada una, en la primera sesion los estudiantes iniciaron la ex-
ploracion de la actividad y el analisis de la informacién; en la segunda los estudiantes ex-
plicaron los modelos generados y comunicaron a sus comparferos sus resultados justifi-
cando sus procedimientos. Se realizd un analisis detallado de los reportes escritos, de los
videos y de las entrevistas que proporcion6 elementos para conocer acerca de los proce-

sos de construccién de relaciones entre representaciones que siguieron los estudiantes
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para establecer relaciones entre las variables presentes en el problema y la forma en que
desarrollaron un modelo matematico que representara la relacion. Las acciones de los
estudiantes fueron seguidas con cuidado, otorgando especial atencién al manejo de las

representaciones.

Después de analizar los datos, los estudiantes fueron clasificados en dos categorias de
acuerdo con las competencias identificadas en su trabajo. Cada categoria sera represen-

tada y ejemplificada con el trabajo de una pareja de estudiantes.

Competencias matematicas identificadas en el trabajo de Edgary Luis

El trabajo de Edgar y Luis analizara en tres etapas, en cada una de ellas se identifican

competencias incluidas en alguno de los seis niveles de manejo de competencias.

En la primera etapa se identifican algunas competencias incluidas en el primero y segun-

do niveles de manejo de competencias

e Edgar y Luis partieron de un caso particular proponiendo una cantidad inicial de

$1000 y un interés del 12% anual.

¢ Iniciaron su trabajo considerando una variacion proporcional directa, tema conoci-
do por los estudiantes desde la educacién basica. Calcularon el 12% de 1000 que
es $120, multiplicaron esta cantidad por el nimero de periodos transcurridos y lo

sumaron a la cantidad inicial.

En la segunda etapa se identifican algunas competencias incluidas en el tercer y cuarto

niveles de manejo de competencias.

e Después de observar el trabajo de otro compariero de clase, Edgar y Luis modifi-
caron su concepcion original (variacion proporcional) y ensayaron con diferentes

relaciones entre las variables presentes en el problema.

e Realizaron la exploracion de distintas relaciones entre las variables del problema

utilizando como herramienta una hoja electrénica de calculo Tablas 2 y 3.

Tabla 2. Elaborada por Edgar y Luis con Excel | Tabla 3. Elaborada por Edgar y Luis con Excel

=(1000*12%)*(C13)+1000 =(2300*11%)*(F12)+2300
=(1000*12%)*(C14)+1000 =(H12*11%)*(F13)+H12
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e En la Tabla 3 Edgar y Luis ya incluyeron un procedimiento recursivo: utilizan la
cantidad acumulada en un periodo anterior (Hi-1) para obtener la cantidad acumu-
lada en el periodo siguiente. Sin embargo, calculan en forma incorrecta el monto
del interés generado debido a que incluyen dos veces el niumero de periodos de

inversion en el calculo.

En la tercera etapa se identifican algunas competencias incluidas en el quinto y sexto ni-

veles de manejo de competencias.

e Edgar y Luis corrigieron en su reporte escrito el error de incluir dos veces el niume-

ro de periodos.

e Con una inversion inicial Qo= 1000 y un interés a = 9.5 efectuaron los célculos que

se muestran en la Fig. 1.
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Fig. 1 Trabajo escrito por Edgar y Luis

En esta etapa se puede considerar que Edgar y Luis habian comprendido el problema y
asumido que la funciéon que modelaba la actividad no podia ser lineal y trabajaron para
determinar una expresion que permitiera calcular la cantidad Q, después de n periodos

sin utilizar el resultado anterior (Fig. 2).
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Fig. 2 Trabajo final de Edgar y Luis.
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Competencias matematicas identificadas en el trabajo de Carlos y David

El trabajo de Carlos y David se analizara en tres etapas, en cada una de ellas se identifi-

can competencias incluidas en alguno de los seis niveles de manejo de competencias.

En la primera etapa se identifican algunas competencias incluidas en el primer, segundo y

tercer niveles de manejo de competencias matematicas

Carlos y David iniciaron su trabajo considerando un caso particular; una cantidad
inicial de $2500, un interés de 12% y un periodo de un afio. Con estos datos calcu-
laron la cantidad acumulada Qn, multiplicando 2500 por 0.12. Carlos sefialé que
debia sumar $300 con los $2500 para obtener un total de $2800.

Analizaron el significado de que la cantidad inicial fuera fija, idea que los llevo a
estudiar la variacion de la funcién que propusieron. El siguiente fragmento muestra

parte del analisis de Carlos y David.

Carlos: Si al afio se generan $300, el afio se divide en 12 meses, entonces serian

300 entre 12. ;Cada mes nos va a generar $25?
Carlos: Yo creo que también varia.

David agreg6: Porque va sumando, es lo que te decia. Por ejemplo si invierto
$1000 y en 15 dias se forman 50 centavos, el siguiente porcentaje se va a hacer

sobre 1000 con 50 centavos.

Carlos: Para ser mas precisos y saber cuanto se genera, hay que irse a mas...

mas, fracciones de tiempo.

En su primer reporte Carlos y David escribieron una féormula para calcular la cantidad

acumulada en el primer periodo, aunque mostraron problemas con la notacion utilizada

para representar la cantidad acumulada en cada periodo (Fig. 3).

—’ig@O (R 900;\,(7%0_5 = \ n (Lc:'z <

(e A% = | 3O Ny rndenis
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}} C(@o)c OL/'-DOBB + Qo = QW

Fig.3 Primera formula propuesta por Carlos y David
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En la segunda etapa se identifican algunas competencias incluidas en el cuarto y quinto

niveles de manejo de competencias matematicas.

¢ Utilizando la primera férmula elaboraron una tabla con la hoja electrénica de calcu-

lo para determinar la cantidad acumulada después de 13 periodos (Fig. 4).

=| =D14+C14
B C D E
Interes | Cantidad Inicial Interes generados] Cantidad Acumulada
2500 300 2800
2800 336 3136
3136 376.32 3512 32
3512.32 421.4784 3933.7954
3933.7984 472.055808 4405.854208
4405.854208 528.702505 4934 556713
12% 4934 556713 592 1466056 5526 703519
5526.703519 663.2044222 6189.907941
5189.907941 742.7889529 6932.696594
6932.696594 831.9236272 7764 620521
7764 620521 931.7544625 8696 374953
8696.3749583 1043 564998 9739939981
9739.939981 1168.792798 10908.73278

Fig. 4 Tabla elaborada por Carlos y David

e Al analizar la tabla se identifica un procedimiento recursivo. Con la sintaxis de la
hoja electrénica de célculo E14=C14+D14 donde D14 correspondia al interés ge-

nerado a partir de la cantidad acumulada en ese periodo anterior.

En la tercera etapa se identifican algunas competencias incluidas en el cuarto y quinto y

sexto niveles de manejo de competencias matematicas.

e Carlos y David calcularon la cantidad acumulada durante tres periodos Fig. 5.
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Fig. 5 Trabajo de Carlos y David
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e Carlos explicé a todo el grupo el trabajo que habian realizado enfatizando la impor-

tancia de que un resultado dependiera de otro.

Carlos: Lo que yo me di cuenta es que la cantidad de dinero que vas a ganar se

incrementa constantemente dentro del periodo, si ustedes se van hasta segundos.

Carlos: Yo calculé el numero de periodos hasta el 6 y me di cuenta, no sé...es co-

mo tener 3, 3 por 3, 3 por 3 por3 y asi.

Carlos considerd que lo importante era la cantidad inicial y el proceso recursivo. Al pare-
cer esto le permitid considerar la posibilidad de utilizar un exponente en la expresion que
habia obtenido inicialmente aun cuando no llegd a la expresion para obtener la cantidad

acumulada después de n periodos.

Discusion

De los resultados presentados en este documento es posible inferir que los estudiantes
desarrollan diferentes competencias aun cuando trabajan con la misma actividad. Mas
aun, no es posible identificar todas las competencias incluidas en cada nivel, en el trabajo

de los estudiantes.

En el trabajo de los estudiantes se identificaron competencias incluidas en los seis nive-
les: a) el trabajo de los estudiantes se caracterizé por el analisis de la informacion propor-
cionada en el problema, utilizar procedimientos conocidos (considerar variacion propor-
cional) y se identifico el empleo de una representacion numeérica; b) utilizaron e
interpretaron la informacién subyacente en las representaciones numérica y simbodlica;
realizaron conjeturas, las verificaron y expusieron en forma oral sus resultados y razona-
mientos; c) propusieron funciones para modelar el problema y efectuaron un analisis glo-
bal de su comportamiento; llevaron a cabo la comparacion y valoracion de sus heuristicas
en la resoluciéon del problemas, relacionaron diferentes representaciones y comunicaron

sus resultados utilizando operaciones matematicas en sus procesos de argumentacion.

En el trabajo de los estudiantes también se identificod la nocién de variacion directamente

proporcional como una estrategia utilizada en sus exploraciones iniciales.

Los resultados obtenidos son importantes debido a que permiten conocer la forma en que

los estudiantes desarrollan competencias matematicas a través de actividades de resolu-
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cion de problemas incorporando alguna herramienta computacional, lo que puede contri-
buir para el disefio de actividades que desarrollen competencias matematicas particula-
res. No obstante, es necesario realizar investigaciones longitudinales que brinden mayor

informacion de estos aspectos.
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