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RESUMEN

En este articulo reportamos los resultados de un trabajo de
investigacion en el cual se documento y analizo la forma de abordar
la relacion pitagorica (RP) en diversos libros de texto de
matematicas para bachillerato utilizados en México. El analisis de
los libros de texto se ha identificado como un area central de
investigacion, ya que entre otras cosas, es util para establecer la
coherencia entre los objetivos de un programa de estudios y los
medios para conseguirlos; asi como el origen de algunas
dificultades de aprendizaje de los estudiantes.
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INTRODUCCION

El Teorema de Pitagoras es un conocimiento ancestral del que se tiene registro en diversas
culturas: babilonia, egipcia, griega, india, y china. Actualmente, la mayoria de las personas que
han cursado la educacion basica, asocian al Teorema de Pitagoras con la relacion algebraica
a%+b?=c? (la relacion pitagérica). Al realizar esta asociacion, las literales a, b y ¢ se interpretan
como las longitudes de los catetos y de la hipotenusa de un triangulo rectangulo, es decir como
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nameros reales, cuyos cuadrados (también numeros reales) se encuentran relacionados de tal
forma que es posible determinar la longitud de un tercer lado en un triangulo rectangulo si se
conocen las longitudes de los otros dos lados. La expresion a?+b?=c? basicamente expresa la
relacion de los cuadrados de tres nUmeros o magnitudes, de tal manera que la suma de los
cuadrados de dos de ellas es igual al cuadrado de la tercera. Sin embargo, para los griegos de la
época de Pitdgoras, este resultado se pensaba esencialmente como una relacion entre areas.
Una consideracion importante de remarcar es el hecho de que, en la perspectiva de este trabajo,
es mas conveniente denominar a la propiedad indicada como relacion pitagérica (RP), y reservar
el término Teorema de Pitagoras, para el resultado geométrico, dada la amplia variedad de

ambitos donde tiene presencia en los desarrollos matematicos.

El Teorema de Pitagoras es uno de los resultados mas importantes de las matematicas y
esto se puede observar en la cantidad de demostraciones que se han realizado de este teorema.
Elisha Scott Loomis, un profesor de matematicas de los Estados Unidos, colecté 371
demostraciones del Teorema de Pitagoras conocidas en su época y las publicé en 1927, en el
libro The Pythagorean proposition (Maor, 2007). De acuerdo con Loomis (1972), solamente
existen cuatro tipos de demostraciones del Teorema de Pitagoras, las demostraciones
algebraicas, que se basan en relaciones lineales e implican el concepto de tiempo; las
demostraciones geométricas, que estan basadas en la comparacién de areas e implican en
concepto de espacio; las demostraciones quaterniénicas, basadas en las operaciones con
vectores, y que implican el concepto de direccion y, finalmente, las demostraciones dinamicas,
basadas en la masa y la velocidad, las cuales implican el concepto de fuerza. Es posible
identificar, entonces a la RP como un saber sabio de gran trascendencia en la construccion y
constitucion del conocimiento y por ello es importante realizar investigacion en el campo de la

didactica de la matematica relacionada con este saber.

Por otro lado, los libros de texto son el principal recurso para apoyar el proceso de
aprendizaje del que disponen profesores y estudiantes, y por ello resulta relevante analizar la
forma de abordar los contenidos, asi como las caracteristicas de las tareas que se proponen en
estos materiales. El aprendizaje de los estudiantes depende en gran medida del tipo de
problemas y escenarios de instruccion a los que se enfrentan durante su educacion escolarizada

(Stein y Smith, 1998). Es decir, la investigacion en torno a como se abordan los contenidos en
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los libros de texto resulta relevante, porque estos materiales representan un recurso importante

gue tiene una fuerte influencia en las practicas del salén de clase (Stacey y Vincent, 2009)

DESARROLLO

La literatura de investigacion en torno a los libros de texto de mateméticas ha crecido y se ha
diversificado durante los ultimos treinta afios (Fan, 2011). Con la finalidad de identificar los
diversos aportes al conocimiento en educacion matematicas, las investigaciones cuyo eje son los
libros de texto de matematicas se han clasificado en: (i) articulos de corte filoséfico o empirico
que reflexionan sobre el papel de los libros de texto en el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas; (ii) investigaciones que analizan las caracteristicas de los libros de texto de
matematicas, incluyendo la identificacion de semejanzas y diferencias de textos que pertenecen
a dos o0 mas series, (iii) trabajos que caracterizan el uso de los libros de texto tanto por profesores
como por estudiantes, o que identifican como los libros de texto moldean la forma de ensefar y
aprender matematicas y (iv) el resto de las investigaciones sobre los libros de texto, por ejemplo,
aguellas que se interesan en los libros electronicos y las relaciones entre los libros de texto y el
desempenio de los estudiantes. Es importante resaltar que esta clasificacion no es exclusiva, dado
que una investigacion puede indagar aspectos incluidos en mas de una categoria (Fan, Zhu y
Miao, 2013). De acuerdo con Fan, Zhu y Miao (2013) la mayor proporcién de investigacion (63%)

se concentra en el andlisis de las caracteristicas de los libros de texto (segunda categoria).

e Categoria 1. En esta categoria se puede citar el trabajo de Fan y Kaeley (2000), quienes
encontraron que los profesores ponen en practica diferentes estilos de estrategias de
ensefanza en funcion de los libros de texto que utilizan, o el trabajo de Fan (2011) quien
propone un marco conceptual en el que los libros de texto se conciben como una variable
intermedia en el contexto de la educacion.

e Categoria 2. Se incluyen trabajos que analizan libros de texto individuales o series de
libros de texto, los cuales se enfocan en cédmo se aborda un tema o temas particulares;
asi como el analisis de diferentes series de libros de texto de un mismo pais o la
comparacion de textos de diferentes paises con el objetivo de identificar las semejanzas
y diferencias. Otros estudios han comparado los libros de texto de Corea y Estados
Unidos con la finalidad de encontrar semejanzas y diferencias en la forma de cémo

abordan la multiplicacion y division de fracciones, con base en categorias que incluyen
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las caracteristicas matematicas de los problemas, las caracteristicas del contexto, el tipo

de respuesta y los requerimientos cognitivos (Son, 2005).

En esta misma linea de ideas Shield y Dole (2009) examinaron un libro de cada uno de los
grados octavo, noveno y décimo, con la finalidad de determinar si éstos promueven principios
pedagogicos orientados a la construccion de conexiones y la estructuracion de conceptos
relacionados con la proporcionalidad. Los resultados indican que los libros analizados no
promueven el reconocimiento de estructuras similares para los diferentes contextos de los

problemas.

e Categoria 3. En esta categoria se incluyen trabajos como el de Remillard (1999) quien
estudié la forma en que dos profesores de primaria usan los libros de texto, estableciendo
tres modelos de construccion curricular. Por otra parte, Nicol y Crespo (2006) analizaron
de qué manera cuatro profesores canadienses de matematicas en formacion usan los
materiales curriculares, obteniendo como resultados que el entendimiento sobre el uso de
los libros de texto cambi6 durante y después de las practicas en el salén de clase.

o Categoria 4. A esta categoria pertenecen trabajos como el de O’Keeffe y O’Donoghue
(2011), quienes se enfocaron en determinar cuales caracteristicas de los libros de texto
impactan positivamente en el aprendizaje de los estudiantes, con base en categorias tales
como el contenido, la estructura, las expectativas y el lenguaje (O’Keeffe y O’Donoghue,
2011). Esta categoria también incluye trabajos enfocados en identificar cual es la posicion
que el libro otorga al autor y al lector en relacién con las matematicas, el conocimiento
matematico y la actividad matematica, al analizar el lenguaje utilizado (Herbel-Eisenmann
y Wagner, 2005).

La presente investigacion se incluye en la Categoria 2, dado que se realiz6 un estudio
comparativo de los contenidos de algunos libros de texto de matematicas de bachillerato, en
cuanto a la presentacion y uso que hacen de la relacién pitagérica, en nuestro caso, bajo la
consideracién de que en tales ejes de analisis se incluyen formas de contextualizacion. Es decir,
el andlisis est4 focalizado en la RP, considerada como un referente epistemologico, dada su
relevancia en la construccion de diferentes conceptos, en todas las areas de las mateméticas; asi
como en la presentacion que se hace de este contenido especifico y las caracteristicas de las

tareas sobre el mismo.
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METODOLOGIA

Esencialmente se analizaron siete libros de texto recomendados en los programas de estudio de
bachillerato en México, Garcia, M. A. (2009). Matematicas |l para Preuniversitarios; Garcia, M.
et al (2005). Matematicas 2 Bachillerato; Zamora, M. et al. (2009). Matematicas 2 Geometria y
trigonometria; Farias, E. (2008). Matematicas 2 Para la Construccion del Aprendizaje; Méndez,
H. A. (2010). Matematicas 2 ; Baley, J. et al. (2004). Trigonometria; Swokowski, E. W. et al. (2002).
Algebra y trigonometria con geometria analitica.

El analisis se llevé a cabo considerando las siguientes categorias: (i) referentes histéricos,
(i) contexto disciplinar, (iii) tareas, (iv) demostraciones y (v) articulaciones conceptuales explicitas
con otros resultados. Para los fines de esta investigacion consideramos que en el caso de la RP,
los referentes histéricos son muy importantes puesto que es un saber de gran trascendencia en
la construccidon del conocimiento matematico, del cual no se puede dejar de mencionar su génesis
histérica alin antes del mismo Pitagoras, lo que podria tener incidencia en la didactica al identificar
las dificultades epistemolégicas por las que ha transitado la humanidad para la constitucion del
concepto hasta su forma actual, En el contexto disciplinar principalmente se consideran los
aspectos numéricos, geométricos, algebraicos y trigonométricos, pues son los que usualmente
se trabajan en el bachillerato. Por su parte, los usos que se hacen de la RP tanto en lo que
corresponde a sus aplicaciones como a las formas que se emplea para demostrar otros
resultados y por supuesto si previamente se incluyen o no, una o varias demostraciones de la
RP. Ahora bien, el aspecto de la articulacion, conceptual con otros resultados, es en lo cognitivo,
un elemento esencial para propiciar aprendizajes significativos en los estudiantes. El uso de cada
una de estas categorias esta basado en la literatura de investigacion en educacion matematica.
Por ejemplo, Hiebert et al. (2003) consideraron como relevante el identificar en las lecciones de

matematicas a las demostraciones y a las conexiones entre conceptos e ideas matematicas.

RESULTADOS DEL ANALISIS

Los resultados de este trabajo se presentan a continuacion, tomando en cuenta las categorias
antes mencionadas bajo la consideracion de que se llevé a cabo un analisis global y un contraste

entre las caracteristicas mas relevantes de los textos.
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i) Referentes historicos

En los libros analizados se omite hacer mencién del referente historico de la RP, sélo en Farias
(2008), al enunciar por vez primera la RP, se hace mencion de su contexto historico. Se menciona
que “el teorema se conocia por pueblos que precedieron a los griegos; pero fueron los pitagéricos
quienes hicieron la generalizacion...” (p.77); se hace también una resefa biografica sobre

Pitagoras.

Es posible resaltar que la inclusién del hecho histérico de que la RP fue conocida por las
culturas sumeria y egipcia, lo que posibilita el tratar con su representacion numérica, sobre todo
con las llamadas ternas pitagéricas, entre otras con la mas conocida (3,4,5), entendida como tres
numeros enteros que satisfacen a la misma RP, representada como n? + m? = k2. Cabe resaltar

gue tal tratamiento esta ausente de los libros analizados.

i) Contexto disciplinar

En esta categoria existen muchas coincidencia en el tratamiento que dan los autores de los libros
de matematicas, en todos aparece el enunciado En un triangulo rectangulo, la suma de los
cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”, expresado algebraicamente
como c?=a?+b? seguido de esta proposicion, se suele presentar la figura de un tridngulo

rectangulo de lados (3, 4,5) como ejemplo de una terna que satisface la relacién algebraica.

Sin embargo en la mayoria de los libros analizados, no se presentan un transito de lo
numeérico a lo algebraico o de lo algebraico a lo geométrico y viceversa, por mencionar solo
algunos registros de representacion en los que se puede presentar la RP a los estudiantes, es
decir, los autores de los libros de texto se conforman que enunciar la RP y no extienden la

discusion sobre las posibles diferentes representaciones y sus significados.

iii) Tareas
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Se presentan problemas rutinarios en los que el estudiante conoce dos lados de un triangulo
rectangulo y utiliza el Teorema para obtener el restante; Los problemas relacionados con la RP
son meramente algoritmicos, se plantean en supuestos contextos cotidianos, por ejemplo calcular
la altura de un edificio. En otros casos, no se encontraron problemas en los que sea necesario
utilizar explicitamente la RP, salvo actividades ya mencionadas en el contexto numeérico y

geomeétrico.

iv) Demostraciones

Respecto a las demostraciones que se incluyen de la RP, se puede mencionar que soélo se hacen
ciertas justificaciones usando figuras geométricas. Sin embargo, la RP si se ocupa para las
“demostraciones” de identidades trigonométricas como sen? x +cos? x =1; , entre otras, y también
para deducir la ecuacion de la circunferencia x2+y?=r?2. No se menciona la relevancia de la RP en
el descubrimiento de los nimeros irracionales, no se menciona que la RP no solo se cumple para
los cuadrados de los lados del triAngulo rectangulo sino que podrian ser otra clase de poligonos;

sé6lo algunos libros mencionan que el Teorema de los cosenos es una generalizacion de la RP.
v) Articulaciones conceptuales

No se aprecia en andlisis un interés explicito por mostrar las articulaciones conceptuales de la
RP en cada uno de los contextos usados, por ejemplo, entre lo algebraico y lo trigonométrico,
pero ademas y de manera preponderante el papel tan trascendente que tiene la RP para transitar
entre la geometria, algebra, trigonometria y la geometria analitica, que se incluyen en las
asignaturas de matematicas en el bachillerato, pero ademas se tendria que hacer mencion de las
articulaciones gue tiene la RP con otras asignaturas de matematicas y fisica que se estudian en
el nivel superior. Pareciera que los autores omiten estos aspectos, bajo la consideracion de que
son bien sabidos por los profesores y estudiantes, lo que no ocurre en la practica, mas bien hay
un amplio desconocimiento al respecto por parte de los profesores, lo que se deja sentir en los

propios estudiantes.

CONCLUSIONES

Del total de libros que se analizaron, cinco estan basados en los programas educativos vigentes

y enfocados al curso de Geometria y Trigonometria de segundo semestre de bachillerato, en la
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primera unidad se hace explicito el tema Teorema de Pitdgoras o RP; sin embargo, en la mayoria
de los estos no se explica la importancia de este saber, al abordarlo superficialmente, los
referentes histéricos practicamente no aparecen; no se relaciona con otros topicos en forma
explicita; a lo mas tratan en algunos casos de justificarlo con la construccion de los cuadrados
en los lados del triangulo (3,4,5); no se menciona la gran cantidad de demostraciones diferentes

que se conocen de este Teorema,; practicamente no se habla de ternas pitagoricas.

A los autores les parece irrelevante el detenerse a realizar una o dos demostraciones,
sobre todo con la intencién de reflexionar acerca de las caracteristicas epistemoldgicas de la
relacién pitagérica, incluida la trascendencia que tiene en la construccién del conocimiento
matematico, dado que es un referente epistemolégico, una de cuyas funciones estriba en ser un
elemento de articulacion conceptual entre la aritmética, geometria, trigopnometria, geometria

analitica y el calculo.

Frecuentemente la distancia entre dos puntos, una de las formas de representacion de la
relacion pitagorica, se usa como un elemento argumentativo central para justificar y encontrar las
ecuaciones de las coénicas; relaciones trigonométricas y su generalizacion en el teorema de los
cosenos, entre otros. Todo lo cual no es suficientemente incorporado a los aprendizajes de los

estudiantes.

Hay una evidente exclusion de la relevancia epistemoldgica de la RP, que tiene entre otras
manifestaciones la de ser s6lo usada cada que se requiera, pero no se manifiesta por parte de
los autores tal relevancia. Este hecho trae varias consecuencias didacticas y cognitivas, al ser
presentado como cualquier otro saber matemético, la mayoria de las veces descontextualizado

histérica y epistemolégicamente.

Otro hecho relevante que se desprende del andlisis de los libros citados es el que
usualmente cada que aparece cualquier expresion de la forma x? + y> =r 2, o esta otra, a? + b?
= ¢?, es condicion suficiente para llamarle teorema de Pitdgoras, considerando por parte de los
autores, innecesario explicar su validez y sus propios significados segun el contexto de referencia.
Sin aclarar, por supuesto que aunque en apariencia sean algebraicamente equivalentes,
estrictamente hablando sus representaciones y significados no son definitivamente los mismos.
Pareciera que a los autores y por ende a los profesores no les interesan las consecuencias

cognitivas que este hecho tiene en los estudiantes.
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Es conveniente insistir que se requiere hacer una revaloracién epistemoldgica, didactica
y cognitiva de la RP, lo que debe tener una amplia expresién en los programas y libros de texto,
pues de lo contrario al quedarse como un saber con un estatus de minusvaloracién impide mostrar

su trascendencia en la cimentacion del conocimiento matematico.
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