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Resumen:

Se presenta un analisis de situaciones didacticas que buscan favorecer la expresion de razones mediante
fracciones. Se incluye el analisis de algunos resultados de su implementacion en un grupo de primer grado de
secundaria. El estudio constituye una experiencia de ingenierfa didactica, y se realiza en el marco de la Teoria de
la Situaciones Didacticas. Los resultados dejan ver dificultades por parte de los alumnos para usar fracciones
en los problemas planteados, pero también progresos, y rutas por las que seria posible continuar, lo que a su

vez revela el papel fecundo del andamiaje didactico.

Palabras claves: Razon, Fraccion, Ensenanza de las Matematicas, Secundaria.

ARFA TEMATICA O6. EDUCACION EN CAMPOS DISCIPLINARES




XVconsreso

NACIONAL Acapulco, Guerrero 2019

Introduccién

Algunos estudios han puesto en evidencia las posibilidades que tienen los alumnos, desde tercer
grado de primaria hasta la secundaria, para abordar problemas sobre relaciones proporcionales, y mas
especificamente de comparacion de razones, sin utilizar fracciones, mediante la manipulacion de pares de
cantidades del tipo “a de cada b”, indistintamente de si la razon corresponde a un entero o a una fraccion
(Block, 2003 y Block, 2006). Para ello, los alumnos acuden a diferentes procedimientos, utilizando solo
numeros naturales. Por ejemplo, ante la tarea de decidir qué trato de los dos siguientes conviene mas:
“por cada 3 naranjas que recojas te doy, 2"y “por cada 10 que recojas, te doy 9", la mayorifa obtuvo parejas
de cantidades a partir de cada uno de los tratos, con la idea de igualar un término para poder comparar.

Obtuvieron, por ejemplo: por 30, te doy 20 vs por 30, de doy 27 (Block, 2003).

Asi mismo, se han destacado las ventajas de favorecer dichos procedimientos, tanto desde el punto de
vista del desarrollo del pensamiento proporcional (cuestionar el modelo aditivo, a favor del multiplicativo),
como de la construccion de una base a partir de la cual puedan introducirse las fracciones en el papel de

expresar razones.

En la presente ponencia mostraremos algunos tipos de tarea, que son variantes de uno mas general
(comparar razones), orientados a favorecer el paso de la expresion de las razones mediante dos nimeros
naturales (expresion clasica “a por cada b”), a su expresion con fracciones. Las tareas fueron aplicadas en
un grupo de primer grado de secundaria. Como veremos, los logros son significativos, y las dificultades

dejan ver rutas aparentemente claras para seguir avanzando.

Antecedentes

La nocion de razdn se encuentra en la interseccion de dos temas, la proporcionalidad y los nimeros
racionales. Una tendencia ha consistido en integrar el estudio de estas dos problematicas. Vergnaud (1998)
considera que la adquisicion de aspectos fundamentales de la nocion de nimero racional se registra en el

marco de las relaciones de proporcionalidad:

... No resulta sensato estudiar el aprendizaje y la ensenanza de las fracciones y de las razones independientemente
de las estructuras multiplicativas. Es sélo hasta que todos estos significados se sintetizan en el concepto de nimero

racional que es posible pensar en las fracciones y las razones como puros niimeros (p. 156).

Brousseau (2004), al desarrollar una experiencia amplia de ingenieria didactica para la ensenanza de los
ndmeros racionales, mostro el importante papel de la proporcionalidad como andamio en una construccion
de los racionales, en la que las razones son una especie de crisalida de estos, a la vez que articulan toda la

construccion.
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En varias publicaciones mas (Davis, 2003; Clark, Benson y Cavey, 2003) se ha seguido destacando la
necesidad de considerar y estudiar la significacion de las fracciones como razones. La nocion de la que
hablamos aqui subyace a nociones fundamentales del campo multiplicativo, tales como el interés, escala,

tasa, densidad, probabilidad.
Hipotesis, marco teodrico de referencia y metodologia.

La hipotesis que estamos estudiando es que el conocimiento que los alumnos adquirieron en sus primeros
anos de estudio de las fracciones en tanto partes de un todo, puede articularse con el significado mas
amplio de las fracciones como razones, si éstas (las fracciones) se hacen aparecer en contextos muy
favorables a la consideracion de la razon y si, ademas, dichas fracciones coexisten con expresiones de las
razones familiares para los alumnos, tales como la clasica mediante dos nimeros naturales (“a de cada b"),

o la del porcentaje, o como la fraccion clave “la mitad”.

Cabe precisar una diferencia importante con el proyecto de Brousseau, (Brousseau, Brousseau y Warfield,
2004): en éste ultimo, las fracciones se construyen de entrada como razones (y como cocientes). En nuestro
estudio, en cambio, partimos de que los alumnos ya tienen un conocimiento de fracciones como partes de

un todo (eventualmente, de una unidad), y buscamos enriquecer dicho conocimiento.

El estudio esta centrado en el diseno de situaciones didacticas a partir de un analisis epistemoldgico de
las nociones en juego (la razén vy la fraccion), y de una concepcion de aprendizaje de las matematicas en
las que éstas se construyen como herramientas para resolver determinados problemas. Por ello, optamos
por la Teorfa de la Situaciones Didacticas (Brousseau, 1997) como marco de referencia. La metodologia es
la Ingenieria Didactica (Artigue, 1995): consta de un analisis preliminar de la problematica de la ensenanza
de la nocion, de un diseno de situaciones acompanado del analisis previo que fundamenta cada una, de la

experimentacion en aula, y del analisis que contrasta lo previsto con lo ocurrido.

Las experiencias que se reportan aquison parte de una tesis de maestria (Sosa, 2018). La experimentacion se
realizd en un grupo, con 42 estudiantes, de una secundaria publica. Las situaciones fueron implementadas
por la maestra del grupo (con 2 anos de experiencia), quien pudo conocer y comentar previamente la
secuencia. La observacion corrid a cargo de cuatro investigadores, cada uno a cargo de un equipo de

alumnos. Las clases fueron video grabadas

Resultados de la experiencia

Presentaremos a continuacion los cuatros tipos de tareas que fueron implementados en el grupo de I°

se secundaria, y una sintesis de lo ocurrido con cada uno.
1. Comparar pares de razones expresadas con dos nimeros naturales

Este tipo de tarea consto de varias comparaciones que no involucran fracciones. La primera fue:
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En el recreo Juan tird 7 veces al aro y encestd 3; en cambio, José tird 4 veces y encesto 2. Teniendo en cuenta el

ndmero de veces que tird cada uno, jquién te parece que es mejor tirando al aro?

Enseguida se plantearon mas casos: Pedro (4 de 6) vs Martin 3 de7); Silvia (4 de 5) vs Vanessa (6, de 10)

Como se puede observar, la comparacion de razones se facilita de varias maneras: el contexto pretende
ser accesible; las razones se expresan mediante pares de cantidades; hay razones iguales a la mitad, como
2 de 4, o una mayor que % y la otra menor, como 4 de 6 vs 3 de 7, o un término es el doble de otro, como 4
de 5vs 6 de 10.

Efectivamente, fueron numerosos los alumnos quienes pudieron tomar en consideracion las razones,
apoyandose en la posibilidad de usar la razon % como intermediaria, o bien, en la posibilidad de usar los
porcentajes con relativa facilidad.

Edu (escribe): “José (es mejor), porgue Juan tiro menos de la mitad y José tiro la mitad”

Lupita (escribe): “José, porque Juan tird 7 veces y encestd 3 que es menos del 50% en cambio José tird 4y

encesto 2 que es el 50%"

Byron (escribe): “Pedro encestd mas de 50% y Martin menos de 50"

En la puesta en comun, la profesora institucionalizéd el recurso al porcentaje. Con la participacion de Byron,

quedo asentado lo siguiente (figura 1):

Figura 1: Procedimiento escrito en el pizarrén durante la puesta en comdn

Silvia N onesa
. ~ — b
0 g e 1
; tire -7
1-207 éi tiros =60%
u-g8a8rs

Notemos que, mas alla de %, no aparecieron las fracciones. En el otro extremo, algunos alumnos se
deslizaron, en algin momento, hacia el modelo aditivo, incluso cuando en algun item anterior habian

logrado considerar la razon.

Edu: De que Pedro tuvo 4 por lo tanto le faltaban 2, por eso saco mayor... y este... Martin sacd 3y para 7_

faltaban 4: tiene menos.

2. Ordenar razones, teniendo las fracciones que las representan a la vista.

Este tipo de tarea se planteo a continuacion del anterior. El propodsito fue que los alumnos usaran

fracciones para expresar razones, junto con otras formas de expresion. La consigna fue la siguiente.
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En la siguiente tabla, estan anotadas las veces que tird cada uno de los chicos, las veces que encesto y qué

parte del total de tiros encesto.

Completa los datos que faltan.

CHicos TrRO ENCESTO FRACCION DEL TOTAL DE TIROS QUE ENCESTO
ALBERTO 6

MARY 24

MANU 25 10

VALERIA n 14
TATIANA 24) 16

DANIEL 20

Ubica a los jugadores, indicando quiénes son los mejores y quiénes los peores encestadores al aro.

5T0 PUESTO 4TO PUESTO 3ER PUESTO 2DO PUESTO [ER PUESTO

Con el inciso a) se pretendia que los alumnos entraran en relacion con las fracciones, calculando uno de
los tres valores: la fraccion parte todo, o la parte, o el todo, a partir de conocer los otros dos. Este ejercicio

fue resuelto por un buen nimero de alumnos con pocas dificultades.

Las dificultades aparencieron en el inciso b). Contra lo que supusimos, el hecho de tener a la vista las
fracciones, aunado al conocimiento que demostraron tener sobre ellas, no los llevd a considerarlas para
ordenar a los jugadores del mejor al menos bueno. Ordenar a los jugadores, en base su desempeno, causo
en los equipos intensas discusiones. Los alumnos oscilaron entre la comparacion aditiva y la multiplicativa.

A continuacion mostramos algunos fragmentos expresivos.
i) Lo aditivo empieza imponiéndose: comparar mediante la cantidad de tiros no encestados.

Aline: Aqui de 12 a 20 son 8. Le voy a apuntar 8 aqui, chiquito. Luego de 16 a 24...8 [De ultima fila hacia arriba

en la tablal

Mauro: De14a2l... 7

(.)

Aline: Los nimeros que anoté aqui son las veces que perdieron.

Mauro: Entonces los peores serfan éstos tres de aqui [Senala en la hoja de Alinel. EI 7,15 y el 16.
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ii) Emerge timidamente la consideracion de una razén fraccionaria: la de los tiros no encestados
con respecto al total de tiros.

Mauro: (refiriéndose a Mary) iLe faltaron dos tercios!
Aline: No porque Mary tiré 24 veces. Es muchisimo. Y encesto... encesto 8. Perdi6 16 tiros.
Mauro: Por eso, esa es peor. jLe faltaron dos tercios!

Aline: jAh, sil

El episodio anterior muestra que los alumnos entretejen, en su interaccion, argumentos aditivos y
multiplicativos: Mary fallé en 16 tiros, cantidad absoluta que se ve grande, pero también ven que esa

cantidad representa 2/3 del total de tiros, fraccion que confirma que lo fallado es considerable.

iii) Pese a las fracciones “tiros encestados/total de tiros” explicitas e iguales, domina el hecho
de que una cantidad de tiros no encestados es mayor que otra.

Hay una discusion entre Mauro (quien sostiene que Valeria tiene el primer puesto), y Axel y Aline (quienes
sostienen que a Tatiana le corresponde el primer puesto), sin que entre en juego que ambas jugadoras

encestaron la misma fraccion de sus tiros: 2/3.

Mauro: El mejor puesto seria Valeria. [Pausal Solo le faltaron 7. Y a Tatiana le faltaron 8. [Escribel “Valeria

primer puesto”.

Axel: Aqui. primero es Tatiana lindica el primer puesto]
Mauro: No

Axel: SiAline: Tu dijiste que Tatiana tiré mejor.

Mauro: Si, pero los que no encestd, le faltaron cuanto: le faltaron 8 [Indica en su hojal

En cierto momento, Mauro y Axel optaron por igualar el nimero de tiros realizados por las dos jugadoras,

para compararlas mas facilmente, pero lo hicieron también aditivamente.

Mauro: [Enfatico] Si éste tuviera 24 [Refiriéndose a los 21 tiros de Valerial, le sumamos 3. Entonces a Valeria le
sumamos 3 de los que anoto, serfan 17. Serfan 17, para que estén parejo 24y 24. Serfan 17. jY aqui s6lo anotd 16!

[Refiriéndose a Tatianal. |Y aqui serian 17! [Sonrie. Axel queda dudandol

Durante la puesta comun, emergieron las contradicciones. Para unos el mejor jugador ha sido Manu, y para
otros Mary. Para algunos equipos, Valeria fue mejor jugadora que Tatiana y para otros ambas deben estar
en el primer puesto. Frente a esto, y probablemente por la presion del tiempo, la profesora no insistio en

las contradicciones y opto por dar lugar a que se mostraran dos resoluciones correctas.
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Llama la atencion que las fracciones, explicitas y visibles en la tabla desde el principio, no les aportan
informacion significativa para decidir quién jugd mejor. En los equipos anteriores, la idea misma de

porporcion parece estar en ciernes.
iv) La comparacion de fracciones mediante el uso de técnica del comun denominador

El equipo 4 ordend las relaciones mediante la obtencion de fracciones equivalentes con el mismo
denominador (30). Es la resolucion que se esperaba favorecer. Para una parte del grupo, sin embargo, podria

no ser claro el motivo por el cual el orden entre esas fracciones es a la vez el orden de los desempenos de
los jugadores.

v) Comparacion mediante el calculo de porcentajes de tiros encestados respecto del total de

tiros realizados

Un equipo puso en juego a los porcentajes como expresiones de las razones. Los porcentajes emergieron
nuevamente como expresiones mas conocidas y faciles de manipular, que la expresion fraccionaria (ver

figura 2). La profesora también le dio un espacio en la puesta en comun.

Figura 2: Calculo de porcentajes para comparar cantidades. Ana. Equipo 6.

a) Completa los datos que faltan.

Fraccién del total de tiros
Chicos | Tiré | Encesto
que encesté
Alberto | V2 & % (S =y
i 0 &
Mary 24 4 ¢4 = 337 G
18 ] ==
)
Manu | 25 |[-— 10 2 . o
Man 25— [ -
Z
4 = -
\;3/ valeria 2\ 1 3 66 ‘_/
- 2 R
+ . L0G Tatiana 16 z - A
<A o 24 3 66 P
' Daniel 20 [ 3 ey 6 lzo
s . )
oo ‘
[aX=)
= 82
b} Ubica a los jugadores, indicando quienes son los mejores y quienes los peorcs
encestadores al aro.
5t0 puesto 4to puesto 3er puesto 2do puesto ler puesto
Mary Man o AEeie Doneel Nale ric
< Aticin oo

3. Ubicar razones entre fracciones en la recta numérica

El contexto del tercer tipo de tarea consiste en comparar el desempeno de escuelas en base al nimero
de alumnos que aprueban un examen, considerando el total de alumnos (por ejemplo, en la escuela A de
300 alumno, aprobaron 70). Despues de un trabajo preliminar sin fracciones (incisos 1y 2a de la tarea que
se muestra abajo), se buscd que los alumnos analizaran el papel que pueden jugar las fracciones para

expresar razones mediante la ubicacion de estas Ultimas en una recta numérica, entre fracciones clave
(inciso 2b).

Todos los anos, las cuatro escuelas de una pequena ciudad, realizan un concurso de dibujos, videos y
cuentos sobre el cuidado del medio ambiente. Los alumnos que pasaron a la siguiente etapa fueron los
siguientes:

ARFA TEMATICA O6. EDUCACION EN CAMPOS DISCIPLINARES




RACIONAL Acapulco, Guerrero 2019

Escuria ALUMNOS
A 70
B 28
C 28
D 12

;Se puede saber qué escuela tuvo los mejores resultados? Explica tu respuesta.

Los alumnos en cada escuela son

EscukLa TOTAL DE ALUMNOS
A 300
B 30
C 120
D 120

a. Considerando esto, jqué escuela tuvo los mejores resultados?, ;y los peores?

b. En la escuela D, menos de la cuarta parte de los alumnos paso a la siguiente etapa de la competencia. Esa
escuela se ubica en el primer intervalo de la recta de abajo. Ubica las otras escuelas. No necesitas ponerlas

en el lugar exacto, solamente en el intervalo que les corresponde.

N
P | b ——
| L) ——

Centraremos la atencion en las actividades que implican fracciones. Veamos primero el inciso b), ubicar a
las escuelas en la recta numérica, entre los nimeros O, % . %, % y 1, segun su desempeno. Varios alumnos
lograron ubicar las escuelas viendo a cuantos alumnos corresponde % de cada escuela, o %, tal y como lo

sugiere la instruccion. Veamos como lo hace Axel.
(..)

Axel: Oigan, el C [28 de 120]. es menos de la cuarta parte linterrumpel... Porque la cuarta parte de la D

seria 3o.
(...) Wbica Centre D y 41

Axel: [Continua su cdlculo mental. ahora aplica % a los 300 alumnos de la escuela Al 300 entre 2... 150... 75... Ah,

no. si, si. [Escribe A entre C y 4]
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el ——
I - ——

Finalmente, Axel ubica B entre % y 1y entrega su hoja, a partir de una estimacion de que 28 de 30 es casi
todo.

] ——
ro] - —t—
o ——

Obs ; /Y no te falté la A?

Axel: No, ya la ubiqué. También se ubica dentro del cuarto. El cuarto de 300 son 75. Y los alumnos que pasaron

ueron 70.
fi 7

Varios alumnos pudieron hacer razonamientos similares.

4. Comparar una razéon expresada mediante una fraccion con otras razones expresadas
mediante dos nimeros.

Nos centraremos ahora en la tarea siguiente:

Se sabe que 3/7 del total de alumnos de la escuela E pasaron a la proxima etapa del concurso, jse puede
comparar con las escuelas anteriores? Si tu respuesta es si, comparala; si es no, explica por qué.

La mayoria de los alumnos parecid descartar de entradala posiblidad de que la fraccion 3/7 aportara
informacion. Para “desatorar” la situacion, la profesora les ofrecio varias ayudas: anoto en el pizarron los
datos de todas las escuelas, y anadio la escuela E; planted comparaciones de la razones contra la razon “la
mitad” (por ejemplo, 70 es menos de la mitad de 300), con lo que les hizo ver que la fraccion 3/7 siaportaba

informacion. Luego los llevo a expresar todas las razones con fracciones (Figura 3).

Figura 3: Escrito en el pizarron

’ mpyo\oo.d\c; Alemnes )

-3
A 20 20 | Fo
2% | o T
@ Q% “_T—_-’ig,%\—c
I o T4

o i PO
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A pesar de ello, en un primer momento del trabajo en equipos, se pudo observar que la mayoria de los
alumnos no presté a atencion a las fracciones recien puestas en el pizarron. La mayoria seguia considerando

que la escuela E no se podia comparar con las demas escuelas. Veamos el trabajo de algunos equipos
La potencia de la razén /%

En el equipo 3 convirtieron las fracciones a 30 avos, pero varios consideraron que no era posible comparar
con la escuela E (3/7). La profesora aprovecho la intervencion de un alumno para cuestionar la idea de la

imposiblidad, mediante comparaciones con la razon %
(..
Andrés: (...) convertimos la C y la D a treinta avos

¢..)

Profesora: Okey, y entonces aqui teniamos treinta avos, treinta avos, treinta avos. treinta avos... Jy qué pasé aqui?

(Como lo compararon? lIndicando la fila de la escuela E. con la fraccién 3/71

alny

\do
N

6.
<

Andrés: Porque...estuvo a punto de llegar a la mitad de (...)

Profesora: Bien, eso es importante. Dicen ellos: casi hizo la mitad. ;Alguno de los anteriores hizo menos de la

mitad?

Aos: Si

Profesora: ;Quién hizo menos?
Alumnos: la A, C y D.

Profesora: Ellos hicieron menos [Coloca una vifieta en el pizarrén). Entonces, ;quién es mejor?... en relacién a la

E..olaA olaB...olaColaD.
Alumnos: La B
Profesora: Pero si yo les prequnto la A, la C, y la E. ;quién es mejor?

Alumnos: La E
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Profesora: ;Por qué la E. Byron? lindica la C: 3/30]
Byron: Porque la E casi llega a la mitad. y en la C le falta mucho para...
(..
Identifican un par de cantidades cuya razén es 3/7
Poco a poco mas alumnos descubren un par de datos cuya razon es 3/7, a saber, 3 aprobados de 7.

Byron: Nosotros diremos que lo hicimos asi: escribel “Eran 3... eran 7 alumnos y nomds 3 pasaron, faltaron 4. Y

la B, tuvieron 28... [Con el cuerpo encogido y en el centro del grupol
Maria: De 30

Byron: De 30. Y nada mas faltaron 2.

5. Un par o infinitos pares

La siguiente intervencion de Byron es importante, pues a la vez que deja ver que es posible encontrar varias
parejas de datos cuya razon es 3/7, considera que algo esta mal pues no se sabe cual de ellas es la correcta,

Como si existiera una sola correcta:

Byron: iDe cuantos alumnos eranl... pues pueden ser {30, los que pasaron de 70!...;300 de 700!...;j3000 de 7000!....

nunca sabremos la verdad... [pausal

Esta observacion encierra una cuestion esencial de la nocion de razén: que expresa la relacion que guardan
infinidad de pares de nimeros, =y no un solo par-y que esa relacion, -y no las cantidades—, e--s el objeto
de la comparacion. Lamentablemente no hubo condiciones de tiempo para que la observacion fuera

retomada.
6. El porcentaje.

Una vez mas, la nocion de porcentaje surge como portadora accesible de la nocion de razon. Algunos

alumnos lo proponen en la puesta en comun, pero esta vez la maestra no da lugar a calcularlos:

Marian: (...) si se puede comparar porque... linterrumpel. Porque... haga de cuenta, los que restan... puede... los
podemos convertir en porcentaje del total y asi podemos saber esteee..., cudn... ;qué porcentaje fue mds grande

o qué porcentaje fue menor y el menor porcentaje fue...?

¢..)
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Axel: Marian, lo que dijiste fue del total de alumnos sacamos un porcentaje [Gesticula con la mano con dedos
extendidos]... Por ejemplo, el 7 es el 100 porciento. ;no? Y hay que investigar cudnto... un alumno. cudnto tiene

de porcentaje en ese 100 porciento.

7. La comparacién de fracciones.

El equipo 1 explicd que compard convirtiendo todas las fracciones al denominador comun 210. Asi, en

vez de identificar parejas de cantidades cuya razon sea 3/7, obtienen las fracciones que corresponden a

los pares de cantidades de las otras escuelas. El procedmiento es rapido, pero queda sin saberse como

conciben a la fraccion 3/7.

Conclusiones

1.
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Efectivamente, en los cuatro tipos de tarea presentados, el trabajo con razones expresadas como dos
naturales, en un contexto favorecedor, es decir, accesible, con razones susceptibles de compararse a
simple vista, o mediante el intermediario de la mitad, o mediante porcentajes faciles de obtener, dio
lugar a que cada vez mas alumnos tomaran en consideracion las razones. Algunos, pocos, tiendieron a

quedarse en el modelo aditivo.

Desde el punto de vista de integrar a las fracciones en el papel de razones, los tipos de tarea mas
productivos fueron el tercero (ubicar razones en la recta, entre fracciones clave) y el cuarto, dada
una razén expresada con una fraccion, compararla con otras expresadas de manera clasica. En la
tercera tarea, la posiblidad de comparar contra la fraccion unitaria % ayudo a tender un puente entre
ambos conceptos. La recta numérica jugd un papel como representacion visual del orden. En la cuarta
tarea, descubrir que una fraccion como 3/7 se puede comparar con razones expresadas de manera
clasica, con dos naturales, fue dificil pero constituyd un paso importante en el proceso de vincular los
conceptos. De nuevo, la fraccion / jugd un papel como intermediaria clave. Quedo pendiente, avanzar
en la comprension de un aspecto fundamental: 3/7 es la expresion de la razon de infinitos pares de
cantidades (y no solamente de “3 de 7"), y todos ellos son equivalentes en cuanto al “desempeno de la

escuela”.

Dos resultados mas que nos parecen relevantes son: se confirmo el papel fecundo de ciertas fracciones
(sobre todo de /) asi como de la expresion de la razon con un porcentaje, para acceder a la nocion de

razon, y para facilitar su expresion numérica.
En todas las tareas, sobre todo en la 3 y 4, se manifesto la necesidad de un mayor nimero de réplicas.

No pudimos incluir aqui, por la necesidad de acotar, el analisis de la gestion de la profesora. Hacerlo
ayudara a aquilatar mas las dificultades que presentan las situaciones, y las estrategias docentes

posibles.
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