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Resumen

En esta ponencia se presenta una propuesta alternativa para la ensefanza de las fracciones
con seis practicas matematicas desde la perspectiva de la Educacién Matematica Realista y
los Experimentos de Disefo, en ella se prioriza la comparacion de medidas de longitud.En este
trabajo se analiza la tercera practica de una Teoria de Ensenanza de un Dominio Especifico
(TEDE) que permite a los alumnos construir la nocién de fraccidn impropia a través de las
ideas multiplicativas al iterar una subunidad, con ello se pretende dar a conocer los resultados
en torno de las normas matematicas necesarias para lograr una reinvencion de las fracciones
impropias a partir de la utilizacién de una narrativa sobre un grupo prehispanicos (los Acajay)
gue utiliza ciertas herramientas para solucionar sus problemas de medidas.

Palabras clave: fraccionesimpropias, aprendizaje de las matematicas, propuesta de ensefnanza,
magnitud continua

Introduccién

La enseNanza de las matematicas en México, como en muchos otros paises, no ha alcanzado los
resultados esperados en cuanto a los aprendizajes en la Educacion Basica, las causas pueden
ser variadas, sin embargo en este trabajo nos ocupa un contenido en especial: las fracciones.
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Las fracciones, como numeros racionales, responden a diversas representaciones (significados
de la fraccion) segun el problema que estén resolviendo: medida, cociente, razdn, operador o
parte de un todo; para nosotros, hacer que los alumnos se apropien de todos estos significados
es uno de los principales problemas en la ensenanza de la fracciéon, pues entenderla desde el
modelo de Kieren (1980) ha llevado a que los docentes no encuentren una ruta adecuada para
didactizarla con los alumnos.

Los obstaculos epistemologicos que el alumno enfrenta al aprender las propiedades de los
numeros fraccionarios y su relacion con los numeros decimales, es considerado uno de los
primeros problemas en su ensefanza; los conocimientos previamente adquiridos que le fueron
Utiles para comprender un concepto matematico, influyen en la comprension de otro mas
complejo (Llinares y Sanchez, 1997), por ejemplo la relaciéon mayor o menor no tiene el mismo
sentido en los nUmeros naturales que fraccionarios.

No obstante, en las propias dificultades que las fracciones presentan, se encuentra una
problematicaque podriaser prevenidayayudar aatenuarlosobstaculosepistemoldgicos: desde
el campo de la didactica reconocemos el primer acercamiento a este objeto matematico como
un problema, ya que para su ensefanza se privilegia las idea de parte-todo, es decir un todo
gue es dividido en un cierto numero de partes de forma congruente y que, a su vez, cada una
de las partes responde a un subconjunto del cual se pueden tomar uno o varios “pedazos”. Uno
de los ejemplos mas comunes vistos en las aulas es la particion de pizza, pasteles o chocolates
para tomar pedazos de ellos.

En un primer momento y por la facilidad que representa la comprension de la equiparticion, la
ensefanzade “tantosde tantos” se consideracomo unaviasencillayrapida paracomprender las
fraccionesensuideadefraccidon unitaria (,..) ofracciones propias (, ...); pues las representaciones
graficas permiten al alumno visualizarla de manera sencilla, sin embargo Cortina et al. (2013)
encuentran en esta idea una limitante de comprension, pues al dividir un “entero” la fraccion
se ve siempre contenida dentro de este.

Marco tedrico

Para Freudenthal (1983) ensenar la fraccion desde el significado parte todo resulta ser “un
comienzo muy limitado” que hace de su aprendizaje algo muy pobre y corto, pues privilegia la
comprension de la fraccion propia y dificulta comprender la nocidn de fraccidon impropia; es
sencillo entender como una pizza dividida en cinco partes de la cual se han tomado tres, pero
gué pasa cuando son (Coémo tomar siete partes de algo que estad dividido en cinco? ¢ Deja de
existir el entero para haber dos enteros? ¢ Es lo mismo la unidad que el entero?

En la siuacion anterior, la palabra fraccion alude a la idea de que algo ha sido partido en partes
y que ademas, esta siempre contenido en la unidad, lo cual implica que la fraccion se traduzca
en algo menor o igual a la unidad (); este es otro de los problemas que los alumnos enfrentan
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al trabajar con el concepto, ya que esta forma de concebir las fracciones “obstruye el hecho de
gue los estudiantes entendieran a las fracciones como un ndmero que puede cuantificar el
tamano relativo a algo que esta separado” (Corina et al., 2013, p. 14); es decir se privilegian las
magnitudes discretas con el conteo y no las magnitudes continuas con la medicion.

Los problemas mencionados son el principio de muchas mas dificultades que se observan en
los procesos de ensefianza-aprendizaje de las fracciones, por esta razén autores como Avila
(2006); Cortina (2013); Llinares (2014); Thompson y Saldanha (2003) y Valdemoros (2010) han
centrado sus esfuerzos en estudiar la forma de erradicar dichas dificultades. En ese sentido
la propuesta de Cortina, Zuhiga y Visnovska es una de las que consideramos mas viables para
orientar la ensefanza de las fracciones, ya que su propuesta parte de una idea fundametal:
cuando se reconoce a la fraccidn como un ndmero en si mismo capaz de cuantificar y expresar
una cantidad, no lo limitamos a estar dentro de una unidad, sino que lo podemos percibir
como un numero que puede ser menor, igual o mayor a la unidad de referencia.

Considerando lo anterior podemos plantearnos las siguientes preguntas de investigacion: . Cual
es el alcance de una TEDE y de las normas matematicas para la ensenanza y aprendizaje de las
fracciones impropias? ¢ El contexto de medida resulta favorable para reconstruir el significado
de fraccién como un nUmero capaz de cuantificar? Estas cuestiones nos llevan a plantear los
siguientes objetivos de investigacion:

Analizar y describir el alcance de la TEDE y las normas matematicas en los procesos de
ensefnanzay aprendizaje de las fracciones impropias.

Describir los alcances de la ensenanza de las fracciones impropias en el contexto de medida
para la reconstruccion de su significado y el reconocimiento de éstas como un ndmero
capaz de cuantificar.

La propuesta que se presenta en esta investigacion recorre un camino a través de una TEDE
gue se inscribe en la Educacion Matematica Realista (EMR) de Freudenthal (1983) y la Teoria
Hipotética de Aprendizaje de Cobb (et al., 2003). El disefio de |la propuesta inicid con la revision
y analisis de la literatura existente en el campo que se utiliza para puntualizar los objetivos
principales de aprendizaje (Cobb et aal, 2003) y posteriormente diseflar una TEDE cuyo
objetivo es que los alumnos comprendan las fracciones como un ndmero que cuantifica en
el contexto de medida, de tal manera que la unidad y subunidad no estén contenidas dentro
una de la otra, lo cual permitira que los alumnos puedan visualizar la fraccion como un numero
independiente.

El rol de la EMR es fundamental para entender los procesos que se vivieron en las sesiones de
clase donde se desarrollé la TEDE, gracias a los principios de la EMR alumnos y docente estaran
inmersos en un experimento de ensefanza que los ayudara a comprender las fracciones de
una forma diferente a la que usualmente comienza con el significado parte-todo. El principio
de realidad ayudo¢ a los alumnos a ubicarse dentro de la historia de los Acajay (narrativa de
un antiguo pueblo mesoamericano) quienes como ellos, experimentan la necesidad de medir
y crear herramientas para dar cuenta de esas medidas. Mediante el principio de actividad
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se involucra a los alumnos a ‘“crear” sus propios conceptos matematicos a través de la
matematizacion y bajo la idea de que las matematicas son una actividad de todos y no de unos
cuantos (Freudenthal, 1973). Con el principio de niveles, los alumnos estaran inmersos en una
actividad progresiva (Treffers, 1987), es decir los conocimientos que desarrollan les sirven de
base para crear otros mas. A través del principio de reinvencion guiada el docente ayudara a los
alumnos a “reinventar” el concepto de fraccion.

Las normas matematicas que se instauran al inicio del experimento de ensefanza permiten a
los alumnos construir y reconstruir sus ideas acerca de las fracciones, estas normas suponen
“un balance sutil entre la libertad de inventar y la fuerza de guiar” (Freudenthal, 1991, p.55).
Ademas, gracias al principio de interconexidn, sus conocimientos también tocan otros
conceptos matematicos que les permiten ampliar su experienciay conocer maneras de resolver
las problematicas a las que se enfrenta, “esto implica que los ejes de contenidos de aprendizaje
Nno pueden ser tratados como entidades separadas” (Santamaria, 2006, p. 22).

La TEDE en cuestion se desarrollé en una escuela en la Ciudad de México, especificamente
con un grupo de 31 alumnos que cursaban el quinto grado de educacion primaria de entre
1y 12 anos de edad (16 mujeres y 15 hombres). El recorrido de la TEDE puso a los alumnos en
interaccion con las normas matematicas que les permitieron alcanzar los objetivos de cada
una de las seis practicas matematicas que conforman la TEDE.

De la metodologia. Los experimentos de disefio

En tanto metodologia, los experimentos de diseno se utilizan en educacidon matematica pero
no son exclusivos de ésta, su objetivo es desarrollar recursos educativos de naturaleza practicay
tedricaqueayudenamejorarlos procesosdeensefanzaaprendizajedeunooalgunosconceptos
matematicos (Coblb, 2007). Esta metodologia busca dejar de lado las aulas prototipicas para
adentrarse en la realidad aulica, pues se asume que los contextos socioculturales juegan un rol
imprescindible en los procesos de ensefanza de las matematicas. Para ello echa mano de una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje en la que se incluyen formulaciones y conjeturas sobre
los procesos de aprendizaje y los medios necesarios para apoyarlos (aspectos de la practica en
los que maestros y estudiantes participan).

La Trayectoria Hipotética de Aprendizaje se integra con actividades de intruccion para
representarideas matematicas, lasconversacionescolectivasylaorganizaciondelasactividades
del aula (Cobb, 2003). Es importante aclarar que este trabajo de investigacion gira en torno a
una TEDE disenada especialmente para hacer que en el proceso de enseflanza se generen
conjeturas que sobre el aprendizaje de los alumnos se plantearon.

El recorrido o TEDE comienza con una narrativa acerca de un pueblo imaginario llamado
los Acajay, en el contexto de esta narrativa los alumno se involucran con el uso de medidas
de longitud no convencionales (mano, cuarta, dedos, etc.) para reconocer la importancia de
contar con una unidad de referencia que en la narrativa es una vara de 24 cm llamada Tije
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gue ayudara a los alumnos a medir longitudes de forma convencional. Sin embargo, cuando
la unidad no es suficiente para “cubrir” completamente una longitud se presenta una nueva
problematica cuya solucién requiere la creacién de subunidades que se puedan utilizar para
cubrir la longitud completa de un objeto, en la narrativa estas subunidades son llamadas
“pequenos” y tienen una caracteristica especifica: al ser iterado dos veces el “pequeno” de dos
cubre al Tije, al ser iterado tres veces el “pequeno de tres” hace lo mismo y asi sucesivamente
(Figura1).

Figura 1. La unidad y subunidad

|

Nota. La unidad de medida cuya longitud es 1,y las subunidades 23,45y 6

Con el Tije y sus subunidades se trabaja la relacidon reciproca de tamano relativo (fracciones
unitarias) y seran concebidas como una separada de la otra, es decir la subunidad como
independiente del Tije (unidad), lo cual permitira reconocer cuando una fraccién unitaria es
menor, mayor o igual a otra y posteriormente, razonar cuando la fraccidn es menor, igual o
mayor que la unidad de referencia. Esta ultima parte de la TEDE es la que se analiza y presenta
en esta ponencia, en ella se busca que los alumnos desarrollen las herramientas necesarias
para comprender las fracciones impropias en el contexto de medida reconociendo que la
subunidad no estd contenida en la unidad de referencia sino que es independiente.

Resultados

La reinvencién de las fracciones unitarias es de suma importancia en nuestro trabajo, ya que
dicha reinvencién permite a los alumnos interpretarlas como una subunidad independiente
de la unidad de referencia a través de la creacion de los “pequefos”. Como resultado de la
iteracion, los “pequenos” ayudan a los alumnos a comprender su tamano relativo y la idea de
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gue, entre mas iteraciones se requieren para completar el entero (inverso multiplicativo) este
es mas pequeno.

El objetivo es que el alumno interprete la fraccion como una medida de longitud que surge al
iterar una subunidad, iteraciones que puede resultar menor a la unidad (), igual a la unidad () o
mayor a la unidad (), y asi poder alcanzar la norma matematica de “reinvencién de la fraccion”.
Para el analisi, retomamos las ideas de Thompson y Saldanha (2003) quienes sefalan que que
los alumnos deben interpretar la fraccion en términos multiplicativos y no partitivos (parte de
un todo), es decir que el tamano de una medida se puede definir a través de la iteracion de
una subunidad, por ejemplo que se interprete como seis veces . Para alcanzar este objetivo,
el docente inmerso en la historia de los Acajay, plantea a los alumnos una situacion que los
inserta en el principio de realidad, en esta deben desarrollar estrategias para determinar la
medida de tiras de diversos tamanos:

M: Pues de este tamano se las colocaban, tal vez porque se colocaban muchas, pero
cuando las hacian asi todas eran del mismo tamano, la pregunta es ;cuanto medira?,
vamos a usar nuestra vara y nuestros “pequenos”’, empezamos hasta que a todos nos
guede claro, con la vara, con nuestros “pequenos” vamos a medir la tira y a registrar la
medida en nuestra hoja, donde esta el inciso A, , vamos a apuntar cuanto midié nuestra
tira.

En el fragmento anterior se puede apreciar que el docente presenta las tiras que los alumnos
han de medir utilizando los “pequenos” para dar cuenta de su longitud, en este momento de la
TEDE los alumnos tienen conocimientos sobre el valor reciproco del tamano relativo, lo cual les
permite comprender que, entre mas pequena es la subunidad, mas subunidades del mismo
tamano requeriran para poder cubrir la totalidad de las tiras (Figura 2).

Figura 2. Tiras de papel

| TIRA DE PAPEL |

| TIJE

Nota. La tira de papel se ha de medir en relacion con el tamano del Tije (unidad).

Al interactuar con este tipo de situaciones se espera que los alumnos perciban a las fracciones
desde la perspectiva multiplicativa a través de la iteracion y a la par, que les sirva para
identificarlas como algo que puede ser mayor a la unidad de referencia (Thompson y Saldanha,
2003), es decir que su tamano no esta restringido por la unidad, como sucede en el caso del
trabajo con el significado parte todo.
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Para la reinvencion de la fraccion impropia, el docente establece interacciones para que sean
los alumnos quienes encuentren el sentido de éstas, para que puedan argumentar su tamano
y justifiquen por qué puede llegar a ser mas grande que la unidad. En este sentido Steffe (2002)
menciona que es importante que los nuevos esquemas que los alumnos adquieren en torno
de este concepto no reemplacen a los anteriores, sino que puedan interpretar como es que los
esquemas de reemplazo ayudan a resolver de mejor manera algunos problemas, tal es el caso
de la situacion que se presenta para medir los listones de los Acajay.

En esta primera interaccion se ha logrado que los estudiantes participen en una actividad de
medicién querequiereiterarlasubunidad un niUmero mayor de veces, a través de sus reflexiones
y de las conversaciones colectivas, los alumnos desarrollan nociones sobre la fraccion impropia
gue les permiten ver que las subunidades pueden ser iteradas tantas veces sea necesario. Esta
practica matematica llega a su punto mas alto cuando los alumnos se ven en la necesidad
de elaborar tiras de papel que den cuenta de un tamano especifico, menor, igual o mayor
gue la unidad de referencia. La idea es que con esta actividad desarrollen argumentos que le
permitan reflexionar por qué el nUmero de iteraciones determina lo que matematicamente se
conoce como tamano relativo, es decir el propdsito es que los alumnos estructuren discursos
conceptuales que les permitan explicar y validar como se puede determinar la medida de unas
fracciones en comparacion con otras.

M: Pero no so6lo vamos a hacer eso, es muy importante que antes que empecemos
la actividad (busca algo) estemos todos listos, cuando ya haga mi tira de esta medida
(senala el pizarron) vamos a hacer tiras de medidas, le pongo cuanto midid y mi nombre
y lo meto en este sobrecito (se los muestra) cada quien va a tener un sobrecito ¢si?
Entonces, Fabiola (le entrega sobres para que reparta) y Jacinto (le entrega sobres para
gue reparta).

Tiras a realizar (anotadas en pizarrdn)

1Tije 4/3 5/6 2/2 6/5

Como se muestra en el fragmento anterior, la actividad busca que los alumnos interactden
con diferentes medidas y que comparen su tamano para que reconozcan cuando la tira es
menor, igual o mayor a la unidad, en ese sentido Freudenthal (1983) senala que el juego de
las comparaciones de fracciones en la medicion lineal permite interpretarlas como un valor
relativo que es resultado de la iteracion. En el siguiente fragmento podemos observar algunas
reflexiones que han desarrollado los alumnos para definir cual tira es mayor y cémo dar cuenta
de ello:

Sofia: (Pasa al frente)
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M: Vamos a usar el pac-man...la boca del pac-man. Sofia: (Escribe en el pizarrén)

M: ;Quién estd de acuerdo con Sofia?

Aos: (Varios levantan la mano)

M: ;Quién no esta de acuerdo con Sofia?

Aos: (Algunos levantan la mano)

M: Varios no estan de acuerdo, sya ven?.. Vamos a escuchar el razonamiento de Sofia

Sofia: El Tije es mas pequeno, porque éste (sefala en el pizarrén ) ocupa Mmas espacio,
si aqui diria tres (escribe “3") seria igual que el Tije, aqui es mas grande porque se le
aumenta uno (escribe en el pizarrén “1" a un lado de ).

El argumento de Sofia deja ver que ha comprendido la relacién reciproca de tamano relativoy
gue por lo tanto, cuando el tamano del “pequeno” (en este caso de tres) es igual al nUmero de
iteraciones, nos dara una medida igual a la de la unidad, el Tije. Como se puede apreciar, esto
le ayuda a Sofia a argumentar sin dificultad que tiene una iteracion mas que el Tije y que por
ello esa fraccion es mayor que la unidad, es decir que ha superado a la unidad de referencia,
por esa razdn Sofia ella grafica que un Tije es menor que..

Este tipo de interaccion colectiva permite a los alumnos exponer y escuchar las aportaciones
gue otros realizan y los ayuda a consolidar sus reflexiones en torno a los objetivos planteados,
para ello es indispensable la participacion del docente, que se se reconoce como un sujeto
gue orienta la reflexion sobre la experienciay sobre la relacion de la actividad con el contenido
(Tzur, 2002).

Jacinto: Este es mas pequefo (sefiala en el pizarron “1 Tije") que éste (sefala en el
pizarréon 4/3), porque si dijera tres veces el “pequeno” de tres, seria igual, del mismo
tamano que el Tije, pero no, se le aumenta otro..son cuatro.

La respuesta de Jacinto gira en torno a la misma reflexiéon de Sofia y es muestra que la se han
apropiado de la nocion de tamano relativo ya que reconocen el inverso multiplicativo, es decir
que A es I/h de By por lo tanto, que B es n veces A. Esto les permite reconocer a la fraccion
desde la propiedad multiplicativa y no sumativa como en el caso del parte-todo.

Las comparaciones del tamano relativo que hacen los alumnos nos permiten apreciar que han
comprendido las fracciones como algo que da cuenta de un tamano (desde la perspectiva
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de magnitud continua) y que al no estar contenido en la unidad, pueden ser iteradas sin
restricciones, este aprendizaje les permite construir argumentos para comprender cuando
una fracciéon es impropia y los argumentos de los alumnos se consolidan en lo escrito, en las
siguiente imagenes podemos apreciar argumentos y justificaciones que hacen acerca de por

qué 9/10 es menor que 10/9, es decir que 9/10 <10/9.
Figura 3. Ejercicios comparacion de fracciones
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Figura 4. Ejercicios comparacion de fracciones
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Figura 5. Ejercicios comparacion de fracciones
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Los tres ejemplos que se muestran (Figuras 3, 4 y 5) dan cuenta de los argumentos de los
alumnos en torno a tres elementos clave que se trabajaron durante el desarrollo de las TEDE. El
primero es que comprenden el valor de la fraccion unitaria (Figura 3), en ella el alumno sefala
que el “pequeno” de 9 (1/9) es chico, pero el “pequefo” de 10 (1/10) es alin mas chico, se observa
entonces que la justificacion surge porque reconoce al inverso multiplicativoy la relaciéon entre
el numero de iteraciones ya la longitud, esto es, que entre mas iteraciones se requieran para ser
igual que la unidad, mas pequena sera la subunidad (Thompson y Saldanha, 2003).

En las figuras 4y 5 se aprecia que los alumnos toman como referencia la relacion reciproca de
tamano relativo y su relacidon con la unidad de referencia, es decir, comprenden que si Aes 5
veces B, entonces B es de A (Thompson y Saldanha, 2003), por ello sus argumentos sefalan
que con 9/10 no se alcanza a formar el Tije, mientras que 10/9 es un “pequefo” Mas que la
unidad. En este sentido podemos observar que pueden ver las fracciones como algo que no
esta contenido en la unidad de referenciay que ello permite iterarlas tantas veces sea necesario
para dar cuenta de un tamano, como es el caso de esta comparacion.

En el campo de las fracciones, la relacion multiplicativa es una nocién que Tzur (2002) y
Thompson y Saldanha (2003) consideran indispensable para que el alumno comprenda el
tamano relativo de la fraccién, es decir, que el alumno debe reconocer la iteracién como un
medio que permite determinar una medida, esta accion les permite reconocer la fraccion
como independiente de la unidad de referencia y generar esquemas para comprender las
fracciones impropias.

Conclusiones

Los esquemas fraccionarios que los alumnos construyeron con el trabajo con la TEDE, muestran
gue sus interpretaciones sobre las fracciones impropias se han modificado, ahora conciben la
fraccion como un NnUmero que es capaz de cuantificar y que ademas, las subunidades son
independientes de la unidad de referencia, lo que permite que se puedan iterar tantas veces
segun sean menores, iguales o mayores a la longitud de la unidad.

Los argumentos de los alumnos tienen sentido y son una muestra de que comprenden el
tamano de una fraccion unitaria, la relacion reciproca de tamano relativo y el mismo tamano
relativo de una fraccidn, todos estos aspectos les permiten reconocer cuando una fracciéon es
impropia y comprenden también por qué lo es.

Por ultimo, las ideas de la EMR y los experimentos de disefo que se utilizan para desarrollar
nuestro experimento de ensefanza nos permiten plantear una agenda que puede ser utilizada
por los docentes como una propuesta para introducir a los alumnos en las fracciones como
numeros que son capaces de cuantificar.
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