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Resumen

En esta ponencia se exponen los resultados de la implementacion de una situacion de
ensefanza de la fraccion como comparador que forma parte de un “Experimento de DiseRo”
fundamentado en la Educacion Matematica Realista (EMR), dicho experimento tiene como
referente la iteracion de la longitud de una fraccion unitaria centrada en la practica matematica
de “relacion de orden inverso y comparacion de fracciones unitarias”. La conjetura principal
es gue con la medicidn de magnitudes fisicas y conversaciones colectivas, los alumnos
comprenderan por qué y como el tamano de las entidades cuantificadas por fracciones
unitarias disminuye a medida que el nUmero en eldenominador crece. El propdsito es examinar
la pertinencia de la practica matematica propuesta, esto es que cumpla ciertas condiciones,
a) una condicion iterativa, la iteracion se puede acumular sin restricciones; b) las subunidades
estan fuera de la unidad de referencia c) tamano relativo, hay una relacion entre el tamano de
la subunidad y las veces que cabe en la unidad de medida (Tije).
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Aprendizaje Ensenanza de las Fracciones. Una Problematica Vigente

Enlaactualidad la ensefianza de lasfracciones sigue siendo un tema de investigaciéon, dados los
raquiticos resultados escolares que se han tenido a lo largo de 40 anos, por ello se le reconoce
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como un serio desafio para el sistema educativo mexicano asi como para el de muchos otros
paises, la importancia de este hecho se puede comprender desde dos sentidos; en la relevancia
de su conocimiento como predictor de otros conceptos como los del algebra (Siegler, 2012) y
en los resultado poco favorables que se han evidenciado en las pruebas estandarizadas (PISA,
ENLACE, EXCALE, PLANEA).

Aunqgue el tema ha sido extensamente investigado, continda una insatisfacciéon respecto a los
nivelesde comprension delasfracciones,cuya ensehanzase haabordado principalmente desde
el modelo de Kieren. En el analisis de la literatura internacional (Fandino, 2011), se ha colocado
en el centro el modelo de Thomas Kieren (1980) quien plantea a la fraccion como ndmero
racional, esto significa que, después de dominar todos los significados de las fracciones, el
alumno debe integrarlos para construir el concepto de niumero racional. En el modelo de Kieren
el significado ‘parte todo’ es el eje vertebral de los demas significados (cociente, razéon, medida,
y operador) y generalmente se ensefna en contextos continuos como partir un chocolate en
partes iguales o en contextos discretos como determinar la fraccion que representan 25 de 100
alumnos, este modelo aun sigue vigente en los planes de estudio a nivel global. A partir de las
ideas anteriores de estos podemos concluir que el principal problema radica en querer ensenar
(y aprender) las fracciones como numero racional.

Freudenthal (1983) ya expresaba la preocupacion de utilizar este modelo sin tener evidencias
de su impacto positivo para la comprension de fracciones como cantidades que pueden dar
cuenta de algo, es decir como ndmeros genuinos, en esas preocupaciones se resaltan dos
problematicas. Una era que desde esa perspectiva se ve a la fraccion como la suma de multiples
significados y partir del significado parte- todo se representa a la unidad como un objeto
susceptible de ser quebrado, partido, coloreado en partes iguales, de esta manera se concibe
a la fraccion como “tantos de tantos”, lo que normalmente da significado al denominador
como numero de partes en que se corta el entero y al numerador como el numero de partes
gue se toman del entero, asi la fraccion es algo contenido en un entero (Cortina et al., 2013).
Una segunda problematica de la centralidad del significado parte todo es que, vista de esta
manera la fraccién tiene una limitante relacionada con la cantidad de la que puede dar cuenta,
solo puede expresar fracciones propias (menores que la unidad) y ademas ofrece un concepto
de equivalencia restringido. Es por estas dificultades que Freudenthal (1983) vislumbraba
la equiparticion como un escenario restringido y poco alentador para la comprension de la
fraccion. Frente a este problema se hace necesario encontrar maneras de apoyar el aprendizaje
de las fracciones que no fomenten el desarrollo de la equiparticidon, como parte de un entero.

Tomando en consideracién las razones anteriores, la propuesta para la ensenanza de las
fracciones busca apoyar a los alumnos de la escuela primaria para que razonen de manera
consistente sobre la relaciéon de orden inverso de las fracciones unitarias y sobre el tamano
relativo de fracciones propias e impropias respecto a la unidad (Thompson y Saldanha, 2003).
Esta basada en las ideas de Freudenthal (1983) sobre la Educacion Matematica Realista (EMR)
y la concepcidn de una Teoria de la Ensenanza de un Dominio Especifico (TEDE) dentro de un

2 E



CONGRESO NACIONAL DE
INVESTIGACION EDUCATIVA

experimento de diseno, perspectiva en la que se reconoce la necesidad de adoptar a la fraccion
como un ndmero Nno como una estructura (nUmero racional).

Nociones fundamentales de la EMR

LaEMResunacorrientedidacticamuyconocidaenelmundocuyocreadorfue HansFreudenthal.
Esta teoria surgid en Holanda en el contexto de la reaccion al movimiento de la matematica
moderna y es una teoria para guiar el disefio de intervenciones educativas que permitan
encontrar una mejor forma de adentrar a los alumnos en el mundo de las matematicas, se
trata de que los ninos “hagan matematicas” (matematicen) y como consecuencia reinventen
ideas, principios y conceptos, de esta manera las matematicas emergen de un quehacer (del
proceso de matematizar), de una matematizacién cada vez mas compleja.

Desde la EMR un punto clave para el desarrollo de un conocimiento matematico tiene que ver
con considerar no so6lo la matematizacion o la reinvencion guiada como elementos centrales,
sino también debe tomarse en cuenta la fenomenologia didactica que trata de encontrar
situaciones de la vida real que puedan y pidan ser matematizadas. En ese sentido, hablar de
una “matematica realista”, significa pensar en una matematica conectada con la realidad, que
esta cercana a los alumnos y es relevante para la sociedad en tanto que se transforma en un
valor humano. La diferencia fundamental entre la educacién tradicional y la EMR es que esta
ultima concibe a la matematica como una “actividad humana,” que se realiza entre grupos
heterogéneos.

El guehacer matematico, la matematizacidn, es un proceso que se realiza en primera instancia
sobre la realidad y posteriormente sobre la misma matematica, llevando a los alumnos de un
conocimiento informal y pre-formal a un conocimiento formal; la matematizacion progresiva
significa reconocer que los fendmenos organizados que se han convertido en conocimientos
matematicos, pasan aformar parte a un saber contextual que dara pie a nuevosy mas complejos
objetos matematicos en un proceso ciclico que permite ir mejorando sus saberes matematicos.

Experimento de Diseno. Una alternativa metodoldégica

A partir de la década de los setenta comenzd a desarrollarse un movimiento en psicologia y
educacion denominado enfoque cognoscitivo (Brown, 1992) que trajo consigo la necesidad
de buscar alternativas a la metodologia experimental, rutas metodoldgicas [evolutivas] que
pudiesen capturar la naturaleza del aprendizaje y la ensehanza de forma libre y real; en
este contexto, la historia de la investigacion tuvo un cambio, se transitd de la realizacion de
experimentos en condiciones de laboratorio con procedimientos cuidadosamente definidos y
controlados, a la realizacién de experimentos de disefo, ahora el foco del diseho era “el disefio
de algo” que intentaria experimentar en entornos de la vida real con el objetivo de perfeccionar
el diseno que se prueba en la practica.
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Desde esta aproximacion tanto investigadores como docentes coincidimos en la prioridad de
conocer lo que sucede en el aula cuando los alumnos adquieren conocimientos a partir de
metodologias sensibles a la complejidad de los contextos de ensefanza/aprendizaje, lo que
conlleva aumentar la relevancia de la investigacion para la practica. Es de este modo, para la
contribucioén a la resolucion de un problema y generar nuevo conocimiento, Collins (2010) pone
en evidencia la relevancia de la metodologia “experimento de diseno”.

Una propuesta para la ensefianza de las fracciones

La propuesta de ensenanza, es decir la Teoria de la Enseflanza de un Dominio Especifico (TEDE)
se basa en la caracterizacién de la fraccidn como numero de Freudenthal (1983), con ella se
busca favorecer el aprendizaje de las fracciones como numeros que cuantifican magnitudes,
es decir como un numero que da cuenta del tamano de cierto atributo, como algo que no esta
contenido en la unidad de referencia (Cortina et al., 2013).

Para lograrlo se utilizo la longitud como magnitud de referencia y se disend una serie de
actividades, que denominamos agenda, en la cual los ninos experimentan la “reinvenciéon” de
la medicidn lineal. Las actividades se colocan en el contexto de una narrativa que cuenta las
formas en las que un grupo legendario de antiguos mayas (Acajays) media. En la TEDE primero
se explora la medicidon y se plantea la necesidad de buscar una medida estandarizada para dar
precision a la medicion. Para ello se requieren ciertas condiciones, a saber:

La unidad de referencia sera la vara de los Acajay (Tije) de 24 centimetros aproximadamente.

Los ninos crean subunidades en forma de varillas, de plastico o papel (son barras que
fisicamente son independientes de la unidad, llamados “pequenos”, en lenguaje Acajay
“caimos”)

La imaginacion, que determina lo real en su mente, les permite en un momento dado
prescindir del material fisico.

Las varillas sirven de base fenomenoldgica para ayudar a los alumnos a razonar sobre el
tamano relativo de las fracciones respecto a la unidad de referencia y entre ellas; para
reconocer cual es mayor o menor que otra segun el numero de iteraciones necesarias para
cubrir la unidad.

Este tipo de actividades son Utiles para apoyar a los estudiantes a construir formas de razonar
consistentes sobre la relacion de orden inverso de las fracciones unitarias y sobre el tamano
relativo de fracciones propias e impropias respecto a la unidad (Cortina et al., 2013). La propuesta
fue puesta a prueba con 31 estudiantes de quinto grado de educacion primaria, en una escuela
publica de la Ciudad de México, en turno matutino.
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Relacién de orden inverso y comparacion de fracciones unitarias

La practica matematica esta asociada con las practicas sociales, que ven al aprendizaje como
cambios en la forma de participacion de los alumnos en la cultura de aula. En ese sentido,
el razonamiento colectivo de los alumnos pretende dar sentido a las fracciones unitarias
como numeros que cuantifican relaciones reciprocas y multiplicativas mediante la iteracion,
particularmente con el objetivo de reconocer el tamano relativo de una subunidad de medida,
cuya longitud corresponde a una fraccion unitaria; relacion de orden inverso de las fracciones
unitarias. Comprender estarelacionimplicaentender porquéycémoeltamanodelasentidades
cuantificadas por fracciones unitarias disminuye a medida que el nUmero en el denominador
crece. (Thompson y Saldanha 2003).

Para esta practica conjeturamos entonces que a partir de que los alumnos vivan el quehacer
con las subunidades (pequenos), les sera razonable establecer la relacion de orden inverso,
identificar que una fraccién como 1/19 es mayor que una fraccion como 1/20 , ya que en la
vivencia de dicho quehacer se dan explicaciones por la misma comunidad aulica que se
fundamentan cuantitativamente sobre por qué el razonamiento anterior es sensato, esto es
que la fraccion unitaria disminuye a medida que el numerador crece, ya que su tamano relativo
estd determinado por el nUmero de iteraciones necesarias para que la subunidad represente
un tamano igual al tamano de la unidad de referencia, como se especifica en el denominador,
en una relacion multiplicativa, con el tamano.

Tamano versus Numerosidad

Enla TEDE desde el inicio se propone apoyar a los estudiantes aimaginar las fracciones unitarias
como nUumeros que permiten conocer el tamafno de un atributo especifico (por ejemplo la
longitud) de una cosa que esta separada de una unidad de referencia.

Un objetivo base de nuestra practica era que los alumnos reconocieran el tamano relativo de
una subunidad de medida cuya longitud corresponde a una fraccion unitaria de la longitud
de la unidad de referencia (Tije), conjeturando asi que podrian determinar la desigualdad entre
fracciones unitarias mediante la comparacion, es decir, que los alumnos sean capaces de
comparar el tamano de una multiplicidad de unidades y puedan justificar sus comparaciones.

Teniendo como antecedente la actividad “expresar la medida de mi estatura” la clase reconoce
la problematica de la exactitud ya que la mayoria de los alumnos (23 de 31) reconoce que la
cuantificacion deiteraciones no siempre da un numero exacto, con ello se gesta la invencion de
nuevas unidades de medida que tienen como referente al Tije. Las nuevas unidades permiten
solucionar situaciones en las que, por ejemplo, un objeto mide mas de cinco Tijes pero menos
de seis, lo que exigiria crear unidades de medida mas cortas que el Tije (Cortina, 2020, p.15).
Sobre este respecto, en la conversacion colectiva aparece la reflexiéon acerca de que, un “cacho”
puede tener varias connotaciones, lo que da pie a la creacion de las subunidades (caimos).
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El “pequeno” de a dos. Oticaiomo

Siguiendo la narrativa de los Acajay se pide a los alumnos que elaboren un “pequeno” (caimo)
de dos que satisfaga la condiciéon de que con dos iteraciones se cubra exactamente al Tije,
otra condicién es que debe estar separado de la unidad de referencia. Para cumplir estas
condiciones (de los Acajay) se les proporcionaron popotes de color azul que funcionaron como
subunidades, con ellos los alumnos construyeron los “pequefos” y el docente los guia a través
del analisis de si el popote debe ser mas o menos largo para cubrir el Tije con dos iteraciones.

[1IM: (dirigiéndose a la alumna) ¢usaste la regla o como le hiciste?
[2]Aa: no, pensé
[3]M: i nada mas la pensaste? A ver, pruébame (alumna realiza iteracidny no sale exacto)

[4]M: si uno me quedd un poquito mas corto, lo pueden usar como referencia y hacer
uno mas largo

[5]M: (ya te quedd? Sin regla ni nada
[6]Ao: si (alumno mide iterando, queda exacto, chocan la mano en sefal de éxito)
[7]A0: si (itera doblando)

[8]M: acuérdate que no doblamos, no damos vueltas, de acuerdo (los alumnos
comprueban a través de la iteracidon, cortan o realizan uno nuevo de ser necesario)

A partirdela consigna (construir el oticaimo), la clase discute las diferentes formas de construirlo
y resalta las estrategias que ayudan a considerar la importancia de la iteracion [1-8], la de la
imaginacion del segmento, la de la longitud comparada con la vara que es la referencia. Por
otro lado, la costumbre de usar medidas convencionales (regla métrica) enriquece el debatey
permite resaltar la importancia de la exactitud.

En un primer momento se recuerda a los alumnos que por ser Acajays no disponen de medidas
convencionales, esta consideracion estimula su capacidad de invencion y provoca gque surjan
estrategias basadas en la iteracion. Al cuestionar qué tan chico o largo debe ser el popote, los
alumnos recurren a la imaginacion, lo representan en la mente y hacen la comparacion, luego
para calcular su exactitud utilizan la estimacién y la iteracidén del pequefio que han cortado.
Con esto puede verse que se rednen varias habilidades matematicas en un mismo gquehacer,
la iteracion, la imaginacion y la estimacion, habilidades que les permiten revisar la confecciéon
del pequeno de dos (oti) y avanzar hacia la reflexion sobre la relacién entre iteracion y exactitud,
es decir, que al iterar pueden encontrar con exactitud las dos subunidades que cubren la vara
de referencia. Al reconocer “gque el oti es una unidad fuera de la unidad de referencia que cabe
dos veces en ella” comprenden que el dos representa dos iteraciones, nocion que se distancia
de la idea acerca de que la unidad es fracturada en dos partes iguales.
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A partir de esta reinvencion la clase puede cuantificar sin restricciones el nUmero de iteraciones
gue se requierany al hacer la comparacion, reconocen gue un pequeno de dos es menor que
un Tije y que se necesitan dos otis para igualar a la vara.

Enlaultima reflexion sobre el otise evidencian lasdos condicionesinherentesa él,esunamedida
independiente de la unidad de referencia y cumple una condicién iterativa, debe iterarse dos
veces para cubrir la unidad de referencia. El reconocimiento de estas dos condiciones facilitara
la comprension de la nocion de fraccion unitaria como relacion de tamano relativo entre dos
cantidades independientes que son accesibles para los alumnos (Cortina, 2020), por ejemplo
un pequeno de a dos (¥2) es menos que un Tije. Lo mismo pasa con el “pequerio” de tres (1/3)
es decir, son necesarias tres iteraciones del “pequeno” para igualar la longitud de la unidad.
De esta manera se puede reconocer que 12 es mayor que 1/3 pues al ser fracciones unitarias
se reconoce que un “pequeno” de dos solo necesita dos iteraciones para igualar la longitud
de la unidad, mientras que el pequeno de tres requiere de tres iteraciones. Esta construccion
fue posible gracias a las actividades de comparacion, a la construccion fisica del oti y a las
conversaciones colectivas que actian como un medio de apoyo para la clase en su conjunto.

[1] M: (escribe en pizarréon uaticaimo) qué creen que quiera decir
[2] Aos: pequeno de cuatro

[3] M: ¢seria mas grande o mas chico que el pequeno de a tres?
[4] Aos: mas chico

[5] M: Entonces, ;coémo es? es un pequeno de...

[6] Aos: de a cuatro

[7] M: de cuatro y va tener que caber aqui ¢cuantas veces?

[8] Aos: cuatro veces

[9] M: Fijate Cecilia Este cabe tres veces (muestra el popote), el que quepa cuatro, ;va
ser mas chico o mas grande? (le pregunta a una alumna) ;tu qué crees?

[10] Aa: mas chico

[11] M: ¢y, el pequeno de a cuatro, cuantas veces cabria?
[12] Sofia: cuatro

[13] M: ¢seria mas grande que el de tres?

[14] Sofia: mas... chico
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[15] M: ¢ por qué?
[16] Sofia: porque tiene que caber cuatro veces en el tije

[17] M: ¢ por qué tiene que caber cuatro veces? Y el de a cinco, seria mas grande o mas
chico?

[18] Sofia: mas chico.

En la discusion se puede apreciar un argumento razonable acerca de por qué cuando el
ndmero aumenta la longitud disminuye [13- 18], es un razonamiento sobre el orden inverso
de acuerdo a su tamano relativo. No obstante, el escepticismo es una parte fundamental en
el trabajo con la propuesta porque se trata de que aparezcan otros argumentos para que
dicho razonamiento sea aceptado o rechazado por la clase. Recordemos que para el analisis
se tomaron en cuenta las producciones libres de los alumnos, lo que nos ayudd a identificar
diferentes niveles de matematizacion, lo que marcara el camino hacia un nivel mayor de
abreviaciony esquematizacién a través de un proceso denominado matematizacion progresiva
(Freudenthal, 1991).

Imaginar el “pequeno” de a 20

Al continuar con la actividad, el diseno de subunidades va mas alld de la simple practica,
se convierte en una “actividad reflexiva” (Freudenthal, 1991), no sélo porque es tangible sino
también porque se refiere a la manera como los alumnos la reinterpretan a partir de sus
pensamientos, es decir como la imaginan, si es realizable o imaginable;

[MIM: Ana. En la hoja quiero que dibujen, primero quiero que lo imaginemos, uno
gue no hemos hecho, quiero que lo imaginemos, no vamos a decir nada, solo que lo
imaginemos el pequeno de a veinte

[2]M: Entonces me imagino de qué tamano seria un pequeno de a veinte, a lo mejor ni
me cabe en la hoja

[3]Aos: yo creo que chiquito
[4]M: ¢ seria grande, grande o pequeho, pequeho?
[5]Ao0s: pequeno

[6]M: Ah! Entonces si cabe, ¢ n0?, primero lo dibujo de qué tamano creo que esy luego
escribo, creo que seria de este tamano porque... Por ejemplo, creo que seria muy grande,
porgque 20 es un numero muy grande. El pequeno de a 20 va a ser gigante.

Parece que Lupita no esta de acuerdo conmigo, pero entonces lo que ustedes crean.
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[7IM:Obviosinodibujaron algo muy grande latienen mal, porque veinte esun numerote
[8] (no, no, es chiquito, se comenta en el grupo)

[9] M: el veinte es un numerote, entonces tendria que dibujar algo muy grande, no?
[10] M: Lucas dibujaste algo grande o pequeno?

[11] Lucas: Pequeno.

Las respuestas sugieren que el grupo ha avanzado en la matematizacion progresiva sobre el
tamano relativo [2-5] [9-11], pero se busca no solo el “aprendizaje de contenidos matematicos”
sino también que los ninos vivencien la matematica, que se involucren en la argumentacion,
en el analisis de la respuesta, incluso que cuestionen porque el “se vale equivocarse” puede
aprovecharse [6-8] para propiciar ese quehacer y en colectivo tratar de comprender el
razonamiento de otros.

[12] Leticia: entre mas grande el numero menos grande el popote
[13] Sofia: seria de este tamano, porque si fuera tamano mas grande seria 19, 18, 17, etc.

[14] Ana Paula: yo creo que seria de este tamano porque si lo hago muy grande no me
cabria 20 veces, pero de este tamano si cabe las 20

[15] Luis Humberto: entre mas grande sea el numero mas chico tiene que ser el popote

[16] Fabiola: porque si estuviera mas grande no podria ser pequeno de a 20 y asi si
porque esta chiquito.

Figura 1. Producciones de los alumnos

e

=
-
(]
¥
J‘_‘
(w .
Y y
l '
Hf - S e T e
e N

-

Nota. Los alumnos representan el tamano del “pequeno” de a veinte en relacion a la unidad de
referencia (Tije). Las veces que cabe el pequeno de a veinte en la vara.
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En sintonia con lo dicho en las discusiones colectivas, los alumnos toman como referentes los
dibujos que realizaron para obtener recursos que les permitan reorganizar su pensamiento.
En la figura del centro se observa la representacién del “pequeno” de veinte que hace Luis
Humberto, en ella expresa ya dos unidades, una de referencia que representa al “veinticaimo”
nombrado asi por toda la clase. En la segunda imagen Sofia representa la longitud e incluye
una explicacion coherente en funcién de dicha cualidad “tienen que ser pequeno para poder
hacer y cuantificar las 20 iteraciones”. Por su parte Fabiola representa al “pequeno” de veinte
anticipando la cuantificacion y comparacion, menciona el tamano relativo al reconocer que
un veinticaimo (fraccién unitaria 1/20) es mas chico que uno de 19, 18, 17, 16, lo que significa
gue reflexiona sobre la relacion de orden inverso y comprende que a mayor tamafno menos
repeticiones por abarcar mayor espacio. Entre mas veces se itera una subunidad es mas chica,
y entre menos se itera, es mas grande.

Conclusiones

El analisis que hasta aqui hemos hecho de la segunda practica matematica, se ha centrado
en la manera como los alumnos reconocen y solucionan el problema de medir una longitud
en la que es insuficiente el Tije y como se ha podido observar, las actividades de la TEDE
permitieron mediante la construccion de subunidades (pequenos caimos) que los estudiantes
comprendieran la relacion entre el tamano de la subunidad y las veces que cabe en la unidad
de medida (Tije). En este quehacer también se puede apreciar como la actividad conjeturada
traspaso lo tangible, porque la mayoria de alumnos comprendieron que entre mas veces se
itera una subunidad es mas chica, y entre menos se itera, es mas grande, es decir, comprenden
el orden inverso de las fracciones unitarias en el contexto de la medicion.

El reconocimiento de la necesidad de subunidades que den cuenta de los “cachos” mas
pequenos que la unidad permitié reconocer el valor relativo de las fracciones unitarias
(pequenos); mientras mas veces se itera el pequeno (representado por el denominador) para
ajustar la vara (Tije) menos grande es la fraccidon unitaria, o viceversa, entre menos iteraciones,
la fraccion unitaria es de mayor tamano. El reconocimiento de estas dos condiciones (orden
inverso de la fraccion y su valor relativo) facilitara la comprension de la nocion de fraccion
unitaria.
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