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Resumen

Estainvestigacion exploraelusodelsegmentodelineaylashikicomoherramientas psicolégicas
para formar un pensamiento algebraico en estudiantes de segundo aflo de educacién primaria.
Se llevo a cabo un experimento de ensefnanza en el que los estudiantes realizaron actividades
en hojas de trabajo utilizando las herramientas psicoldgicas antes mencionadas. Tanto en el
disefio de la investigacion como en las hojas de trabajo, se utilizd como marco el método de
Piotr Galperin para la formacion planificada de las acciones mentales. La investigacion muestra
gue el uso asi disefado de las herramientas psicoldgicas, ayudo a los estudiantes de segundo
ano de educacion primaria que participaron en el experimento de ensefanza, a simbolizar,
expresar la estructura aditiva de las cantidades y finalmente generalizar relaciones, procesos
gue se consideran componentes fundamentales del pensamiento algebraico.

Palabras clave: ALGEBRA, EDUCACION PRIMARIA, ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS,
ESTRATEGIAS DE ENSENANZA.

Introduccion

Introduccion al pensamiento algebraico a partir de edades tempranas y sus implicaciones

El aprendizaje del algebra suele representar dificultad para algunos estudiantes a lo largo de
su formacién matematica, principalmente en la escuela secundaria, lo cual puede ser causado,
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entre otras cosas, por la aritmetizacion del curriculo a lo largo de la educacion primaria, “la
aritmeética y algebra han trazado histéricamente una divisoria de aguas entre la primaria y la
secundaria, lo concreto y lo abstracto, lo particular y lo general, los calculos y las relaciones”
(Schliemann, et al., 2011, p. 1).

Resolver problemasalgebraicosimplicacomprendertemasrelativosalasrelaciones funcionales,
la generalizacion de patrones, relaciones numéricas, el modelar y simbolizar para expresar
situaciones matematicas y la formalizacion de generalidades (Butto y Rojano, 2010). Pensar
algebraicamente implica poner en practica habitos de pensamiento como hacer-deshacer y
disenar reglas que le permitan simbolizar funciones (Driscoll en Cai et al. 2005).

Enla actualidad, la Secretaria de Educacion Publica (SEP, 2017) en el curriculo mexicano adoptd
la perspectiva de trabajar primero la aritmética y posteriormente el dlgebra mas formal en la
escuela secundaria, sin embargo uno de sus ejes tematicos descrito en el programa de estudios
de la educacion basica propone el estudio del algebra, en el que incluye temas algebraicos en
situaciones de variacion. Sin embargo, estas nociones algebraicas propuestas en el curriculo no
son claras y perceptibles a simple vista.

Tomando en cuenta la vision se decidié indagar cdmo diversos curriculos propician en los
estudiantes de educacion primaria los temas referentes al algebra. Se considera que los
planes de estudio pueden ser un medio poderoso para poder tener nociones acerca de como
fomentar el pensamiento algebraico, de este modo, conocer como diversos enfoques trabajan
el pensamiento algebraico es un referente valioso para poder dar sentido a la introduccion
de esta herramienta de pensamiento. Conocer la variedad de propuestas curriculares puede
enriquecer la comprension de la problematica y brindar herramientas para abordar la misma.

Enfoques curriculares para el dlgebra temprana

Uno de los curriculos de Rusia es el elaborado por Davidov y sus colegas, quienes proponen
desarrollar la estructura algebraica a partir del manejo de relaciones entre cantidades
asociadas con la medicion de distintos objetos; propiciando que la aritmética resulte ser una
aplicacion del algebra (Schmittau y Morris, 2004) y por tanto el aprendizaje del algebra precede
el aprendizaje de la aritmética.

Watanabe (2011) reporta como se propicia el pensamiento algebraico desde la educacion
primaria en el curriculo japonés, el cual se lleva a cabo a partir de dos pilares fundamentales:
el estudio funcional de relaciones (patrones) y expresiones matematicas (“shiki”, en japonés).
Las representaciones algebraicas comienzan desde el primer grado de la escuela primaria
con la formulacion de expresiones matematicas y cantidades covariantes. Algunas de las
herramientas utilizadas para abordar distintos temas algebraicos son: modelos lineales,
representacion parte-todo, uso de simbolos para representar generalizaciones o patrones y el
uso de paréntesis. En estos curriculos se apoyan en herramientas especificas para desarrollar el
pensamiento algebraico como es el Modelo de segmento de linea y las Shiki.
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Modelo de segmento de linea

El curriculo de Davidov propone desarrollar algunas herramientas que permitan a los
estudiantes adquirir o trabajar con ideas fundamentales, considerando que los esquemas son
de suma importancia. En los primeros grados de educacién uno de los esquemas que utilizan
los “modelo de segmento de recta-lineal” o “modelo de segmento de linea”. Tienen la finalidad
de beneficiar la comprension tedrica, ya que brindan modelos de relaciones abstractas, dando
la oportunidad de analizar dichas relaciones, comprender sus propiedades y utilizarlas en
diversas situaciones (Schmittau y Morris, 2004).

Shiki

El término japonés shiki = se define como expresion, formula, ecuacion, estilo, ceremonia, rito
o reglamentos de aplicacion. En el contexto matematico y adaptando el término a la cultura
occidental, la acepcion que se le puede dar a shiki es expresion matematica, la cual incluye la
representacion de ecuaciones o desigualdades. La idea de expresion matematica se usa para
“expresar ideas y relaciones usando notaciones matematicas” (Watanabe, 2008, p.189).

El trabajo con Shiki se asocia a las relaciones cuantitativas, con el propdsito que los estudiantes
representen su pensamiento y a su vez expresen su razonamiento. Los usos relacionados a
la Shiki estan asociados a elaborar e interpretar expresiones matematicas que impliquen las
operaciones basicas, expresar matematicamente sus relaciones y utilizar algunos simbolos
para representar relaciones especificas (Watanabe, 2008).

Estado del conocimiento
Conceptualizacion del pensamiento algebraico

Se realizd un trabajo de indagacion de diversos estudios para determinar en qué consiste tener
un pensamiento algebraico (Kieran, 2018; Kaput, 2008; Mason y Sutherland, 2002; Carraher,
Schliemanny Schwartz, 2008) a partir de dicha investigacion se determind que el pensamiento
algebraico involucra tres ideas fundamentales: la generalizaciéon, simbolizacidon y la expresion
de estructuras. La interseccion entre estas tres ideas da lugar al pensamiento algebraico del
individuo, de modo que el pensamiento algebraico consiste en la puesta en practica de estos
tres procesos.

Generalizacion

Carraher, Schliemann y Schwartz (2008) mencionan un tipo de generalizacion en el que se
mManeja una expresion aritmeética como un caso general. Mason y Sutherland (2002) consideran
el pensamiento algebraico como la transicion de lo particular a lo general en donde se
determina qué es lo que se puede generalizar de lo concreto. Comunicar generalizaciones, o
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particularizaciones de generalidades al inducir cada leccion con pensamiento algebraico es
fundamental para tener éxito en la practica con el algebra (Mason y Sutherland, 2002).

Expresar estructura

En diversos estudios se ha encontrado que la generalizacion es un referente importante al
momento de definir el pensamiento algebraico, ya que tiene un componente estructural, el
generalizar implica identificar la estructura, de igual forma lo estructural involucra generalizar.
De modo que la estructura ayuda a ejemplificar o visualizar alguna propiedad general,
la generalizacion lleva a la estructura y la estructura a la generalizacién, por ejemplo, las
propiedades de las operaciones (conmutativa, asociativa, distributiva, etc) son una generalidad
de la estructura matematica. Mason y Sutherland (2002) manifiestan que el pensamiento
algebraico emerge cuando los individuos detectan y comunican estructuras.

Simbolizar

Kaput (2008) por un lado se refiere a la necesidad de expresar estructuras, por el otro, toma en
cuenta la perspectiva simbdlica del algebra en la que menciona que el nucleo del pensamiento
algebraico se integra de procesos de simbolizacion cuya funcién es de generalizar y razonar
generalizaciones, a través de un sistema de simbolos bien estructurado, el cual, de acuerdo con
Carraher et al. (2008) debe insertarse de forma paulatina (desde el algebra temprana) haciendo
gue los estudiantes piensen en el trasfondo de los problemas matematicos para que poco a
poco se vaya introduciendo la notacion matematica formal que represente dichos problemas.

Pregunta general de investigacion

¢Como la funciéon de las herramientas psicoldgicas: Modelo de Segmento de Linea y Shiki
sirve como medio para formar un pensamiento algebraico en alumnos de segundo afno de
educacion primaria?

Pregunta especifica de investigacion

¢Como utilizan los estudiantes de segundo grado de primaria las herramientas psicoldégicas
qgue se les proporcionan: modelo de segmento de linea y shiki, para expresar las relaciones que
existen entre las cantidades?
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Desarrollo

Enfoque tedrico
Teoria de la actividad y sus aspectos filosoéficos

La Teoria de la Actividad es una teoria que fue construida con base en los fundamentos
propuestos por Vygotsky. Uno de los conceptos desarrollados por Vygotsky fue el de la Accion
Mediada. Los individuos actuan sobre la realidad para adaptarse a ella transformandola y
transformandose a si mismos a través del uso de mediadores como herramientas y signos, se
ubica al uso de los signos dentro de |la categoria de actividad mediada porque es a través de
ellos que el individuo afecta su propio comportamiento, tanto los signos como las herramientas
tienen una funcion mediadora (Vygotsky, 1979).

La Teoria de la "“actividad” se compone por el sujeto y el objeto que son mediados por un
artefacto. El sujeto es la persona dedicada a la actividad y que realiza acciones, el objeto es el
motivo de la actividad, y se lleva a cabo por el sujeto. Finalmente, un artefacto es el encargado
de mediar la actividad, ejemplos de artefactos pueden ser los instrumentos, las maquinas, las
herramientas o el lenguaje.

Herramientas psicolégicas en torno a la teoria de la actividad

Para Vygotsky el proceso de aprendizaje no consiste en que el individuo explore el mundo
por si mismo, lo considera como un proceso que consiste en que el individuo se aduene
de métodos de accidn en una cultura determinada, en donde las herramientas simbdlicas,
sistemas linguisticos y matematicos son de suma importancia (Kozulin y Presseisen, 1995). La
importancia de las herramientas radica en que son los medios que permiten al sujeto esta
apropiacion culturaly social. Vygotsky (1979) postula que el uso de las herramientas psicolégicas
contribuye a la formacion de funciones psicoldégicas superiores.

El enfoque de Galperin sobre la formacion de las acciones mentales

El marco tedrico que se toma en cuenta para realizar la presente investigacion gira en torno
a la Teoria de la Actividad, especificamente el enfoque que Galperin le da a la misma. Se
considera que este enfoque es un referente adecuado para la investigacion, debido a que da
un tratamiento educativo.

El enfoque de Galperin considera las condiciones psicoldgicas para la formacion de las acciones
mentales, en donde una accidn mental se concibe como el resultado de una conversiéon
de procesos externos realizados inicialmente a través de algunas herramientas; acciones,
imagenes y representaciones mentales son el producto de la internalizacion de procesos
externos (Podolskij, 2008).
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Galperin concibe el aprendizaje como la internalizacion de la accion al pensamiento, y propone
una serie de pasos del proceso de ensefhanza-aprendizaje para producir la actividad mental
(Heanen, 2001), tratando de explicar la formacion de las acciones mentales a partir de la accion
exterior. Algunos autores como Arievitch y Haenen, (2005) y Haenen, (2001) al examinar el
enfoque de Galperin prestan atencion en dos propiedades: la calidad de la accion y el nivel de
abstracciéon de la accidon. Incluyen estas dos propiedades en un modelo en espiral (véase figura
1), en el cual describen de manera grafica la forma en que se puede formar una accion mental
a través del transito por diversas etapas y su internalizacion. Cuando una accion transita por
cada uno de estos componentes se puede garantizar que se forma una accidn mental. De
este modo, para cada uno de los elementos de abstraccién se requieren diferentes tipos de
materiales y representaciones.

Figura 1. Traducciéon de esquema realizado por Arievitch y Haenen (2005) para explicar
el enfoque propuesto por Galperin de la Formacién Planificada de las Acciones Mentales

Actuando en el nivel mental,

Actuando en el nivel

¢COomMo ubicamos el marco tedrico en la presente investigacion?

Se identifico que tanto el curriculo ruso con el modelo de segmento de linea y el curriculo
japonés con la shiki, incluyen herramientas para facilitar el desarrollo del pensamiento
algebraico en alumnos de primaria. De acuerdo con la teoria de la actividad, en donde el
uso de herramientas es un mediador entre el sujeto y el objeto, en este marco conceptual se
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toman a los sujetos como los estudiantes con quienes se realiza la investigacion, el objeto es el
aprendizaje del algebra y las herramientas son el modelo de segmento de linea y shiki. De esta
forma, se estudia codmo los estudiantes de un grupo de una primaria en la Ciudad de México
utilizan estas herramientas enfocadas a la formacién de un pensamiento algebraico.

Como parte del marco tedrico que se considerd para la elaboraciéon de la presente investigacion
esta el enfoque de Galperin acerca de los pasos para la formacion planificada de las acciones
mentales. Los elementos de este enfoque que fueron base constructora del experimento
de ensenanza son los niveles, materializado, verbal, mental para la formacion de acciones
mentales con su componente de orientacién y las propiedades de la acciéon para el analisis de
los resultados.

Enfoque metodoldgico

Esta investigacion de tipo cualitativo representa un experimento de ensenanza, por ser “un
modelo explicativo del desarrollo del conocimiento matematico de los estudiantes” (Valverde,
2014, p.10),con el finde comprender e investigar como aprenden los estudiantes en la educacion
matematica, especificamente en actividades que se intenciona un pensamiento algebraico
(Bernabeu et al., 2019).

El experimento de ensenanza de la presente investigacion se llevo a cabo en una escuela
primaria de la Ciudad de México ubicada en la alcaldia Cuauhtémoc con ocho estudiantes
de segundo grado de educaciéon primaria, los cuales conforman la totalidad de alumnos de
segundo ano de la institucion, se desarrolld durante las clases reales de las horas destinadas
al taller de matematicas, consté de 6 sesiones de aproximadamente 40 minutos cada una,
el corpus de los datos se recopild por tres medios distintos: hojas de trabajo, grabaciones de
audio de las sesiones, y notas de campo.

Diseno del experimento de ensefianza

El aspectotedrico que se tomod en cuenta para disefar los instrumentos de trabajo es el enfoque
propuesto por Galperin, a partir de la Teoria de la Actividad, se tomaron en cuenta los niveles
para la formacién de acciones mentales descritos en Heanen y Arievitch (2010), los cuales son:
nivel materializado, verbal y mental y su orientacion.

Nivel materializado. Se trabajo al mostrar a los estudiantes relaciones matematicas utilizando
objetos fisicos que fueron las regletas de cuisenaire, en algunos casos se nombroé cada regleta
con una literal para establecer algunas de sus relaciones.

Orientacion. Consistié en brindar a los estudiantes un modelo de razonamiento que les
permitiera el uso de las herramientas psicologicas propuestas.
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Nivel verbal. Los estudiantes brindaron explicaciones orales acerca de lo que realizaron durante
su proceso de construccion de relaciones a partir de las herramientas psicolégicas.

Etapa mental. Los estudiantes responden algunos ejercicios en los que utilizan las herramientas
psicoldgicas sin necesidad de utilizar algun material o expresar sus procedimientos en voz alta.

Las fichas de trabajo guian las actividades con respecto a las etapas propuestas en el modelo
para la formacion de acciones mentales propuesto por Galperin. Se incluyen en cada una de
las hojas de trabajo dos herramientas psicoldgicas ubicadas en los curriculos ruso de Davidov
y el japonés, el modelo de segmento de linea y Shiki (expresion matematica) respectivamente.

Para el disefio de las sesiones de trabajo se realizé una indagacion acerca de la forma en que el
curriculo ruso de Davidov y Elkonin desarrolla en los estudiantes el pensamiento algebraico, se
consultd tanto la descripcion que Schmittau (2004) realiza del curriculo como el libro de texto
de primer grado del modelo ruso realizado por Davydov et al. (2013).

Resultados obtenidos

Se presentaacontinuacion elanalisisde los resultadosentornoala preguntade lainvestigacion:

¢Como utilizan los estudiantes de segundo grado de primaria las herramientas psicoldgicas
gue se les proporcionan: modelo de segmento de linea y shiki, para expresar las relaciones que
existen entre las cantidades?

Alo largo del experimento de ensefanza se observo que el uso que los estudiantes de segundo
grado dieron a las dos herramientas psicologicas que se les proporcionaron: modelo de
segmento de linea y shiki tuvieron distintos usos.

Usos asignados al modelo de segmento de linea.

1. Uso instrumental. Fungié como medio que permitid¢ a los estudiantes la construcciéon de
shikis y realizar una representacién grafica de las magnitudes que se estaban comparando
y a partir de ello establecer una relacion entre las magnitudes.

2. Uso para comparacion de magnitudes. Permitieron a los estudiantes representar
comparacionesdeltipo:mayorque, menorqueeigualydesigual que,facilitandoelsimbolizar
graficamente la desigualdad entre los elementos. Con este se logré introducir la idea de
gue se puede identificar por cuanto son diferentes dos magnitudes, y representar esta
diferencia entre los dos segmentos comparados, al reconocer y simbolizar este segmento
les permitid distinguir que se pueden realizar las acciones de aumentar y disminuir las
cantidades para lograr una igualdad.

Por ejemplo, en la figura 2, en el modelo de segmento de linea los estudiantes senalan que
el segmento mas largo corresponde al [apiz mas largo, mientras que el segmento mas corto
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corresponde al lapiz menos largo de la comparacion, sin embargo se sehala el segmento
sobrante, el cual los estudiantes nombran con una literal. Esta idea de asignar un valor a un
segmento desconocido permite en un momento posterior establecer relaciones parte-todo
y relaciones aditivas, por ejemplo, U+S=H.

Figura 2. Representacion del modelo de segmento de linea
por uno de los estudiantes

‘,argc de los lapices “) ; ”S
H <))
U D H

T
4
.

Uso para representar cantidades de naturaleza abstracta. Permite a los estudiantes
representar graficamente dos cantidades y simbolizarlas a través de literales, al fijar la
atencion en las cantidades y no en los objetos y de esta forma establecen relaciones entre
ambas.

Shiki y las relaciones expresadas

En el caso de Shiki, lograron representar a través de simbolos matematicos, literales o numeros,
las relaciones entre diferentes cantidades asociadas a propiedades de objetos.

1.

Uso de la shiki para expresar relaciones del tipo <, >. Se trabaja con este tipo de expresiones
debido a que se considera que pueden ser un medio para que los estudiantes trabajen con
expresiones deigualdad, es a través de estas construcciones previas que se puede posibilitar
a los estudiantes la construccion de nuevas relaciones. Las relaciones que implican el uso de
los simbolos <, > consideran sélo dos cantidades por ejemplo, A<B en donde se comparan
solo dos propiedades de dos objetos. Se observo a lo largo de la presente investigacion que
los estudiantes expresaron shikis del tipo mayor que y menor que en su mayoria exitosas.

Uso de shiki para expresar relaciones que impliquen el uso del simbolo Con el objetivo de
gue los estudiantes determinaran que dos cantidades no eran iguales y sefalaran por qué
cantidad eran distintas, por ejemplo, A% B por C.

Uso de shiki para expresar relaciones de igualdad. Se observa que las relaciones que implican
el simbolo = benefician (no en todos los casos) a la construccidn de relaciones aditivas. A
partir de las relaciones hechas por los estudiantes se identificaron las siguientes categorias:
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Sin Relacion Aditiva (SRA): Se denota una expresion por adicion, sin embargo no existen
las correspondencias adecuadas entre los elementos, esto quiere decir que no se asocia el
objeto expresado con su respectiva propiedad extensiva (masa, longitud, volumen, etc) a la
parte que se senala.

Relacion Aditiva Incipiente (RAl): En la relacidn aditiva incipiente el estudiante asocia
eficazmente los objetos con sus partes, relaciona la magnitud de la propiedad extensiva
del objeto en particular con el tamano de la parte en el modelo de segmento de linea,
sin embargo no le es posible expresar matematicamente en su shiki una relacion del tipo
aditivo.

Relacion Aditiva (RA): El sujeto vincula la magnitud a la parte que le corresponde y expresa
eficazmente la relacion que mantienen dichos objetos en términos aditivos. Se presentan
relaciones de igualdad en las que una magnitud se compone de la suma o resta de otras
dos magnitudes.

En conclusion, durante el experimento de ensefianza se observo que los estudiantes utilizaron
las shikis para representar relaciones matematicas. Las relaciones del tipo menor que, mayor
gue y desigual que en su mayoria fueron correctas, las cuales ciertos casos trabajan con la
relacion parte-todo. Por otro lado, no en todos los casos los estudiantes presentaron relaciones
aditivas correctas. Cuando se habla de una relacion aditiva, se esta hablando de que el individuo
gue la maneja tiene un nivel de abstraccion mas alto que cuando solo se habla de la relacion
parte-todo. Identificar la relacion aditiva no solo requiere de considerar las partes del objeto
sino de las magnitudes que estan asociadas a dichas partes y que posteriormente van a ser
operadas.

Conclusiones

La funcién que tienen las herramientas psicoldgicas utilizadas en la presente investigacion:
modelo de segmento de linea y shiki, es la de representar las relaciones entre las cantidades
en su forma simbdlica, y de esta forma fijar la atencidon en la estructura de dichas relaciones.

El modelo se segmento de linea y la Shiki son un medio que permite al estudiante no solo
percibir que dos cantidades son distintas, sino tratar de comprender qué es lo que las hace
distintas y como puede expresarse matematicamente. Asi mismo, brinda pautas para
considerar que la distincién entre dos cantidades puede transformarse en una igualdad.

En este sentido, las herramientas psicoldgicas permitieron la simbolizacion, expresion de
la estructura de las cantidades y finalmente llevan a la generalizacion de las relaciones
estudiadas, componentes que se consideran necesarios para desarrollar un pensamiento
algebraico, aunque se observo que los estudiantes tienen mas facilidad para el manejo y
representacion de relaciones entre cantidades en el modelo de segmento de linea que en
la Shiki.
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Finalmente, el marco tedrico adoptado para el diseno del experimento de ensenanza,
beneficid el uso de las herramientas psicoldgicas por parte de los estudiantes. Al transitar
por las etapas del modelo para la formaciéon planificada de acciones mentales se percibié
gue los estudiantes fueron internalizando algunas relaciones matematicas a través de las
herramientas psicolégicas con las que se trabajo. De igual manera, el transito por estas
etapas también permite dar cuenta de la falta de internalizacién en algunos casos.
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