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Resumen

La propuesta de este trabajo de investigacion esresponder a la pregunta: ;como lograr extender
las propiedades del plano al espacio con profesores en formacion inicial?. Encontramos que
en la ensenanza de la matematica tradicionalmente se realiza por separado la geometria del
planoy la geometria del espacio, dado esto proponemos una articulacion entre ambas a travées
de la argumentacion, via la conjuracion y posteriormente la deduccion formal para el diseno
de una actividad mediada de ensenanza-aprendizaje. Analizamos las rectas notables del
triangulo para conocer cuales si se conservan esas propiedades en el tetraedro y sustentamos
Mmatematicamentelaconcurrenciadelasrectasnotablesexcepto paralasalturas.Nosenfocamos
en que los futuros profesores de matematicas de secundaria descubran la conjetura: “el punto
de interseccion de las mediatrices espaciales de las caras del tetraedro, y analizar la evolucion
de sus argumentos.

Palabras clave: docentes en formacion, argumentar, conjeturar, demostrar, propiedades
geomeétricas.

Introduccidon

Rara vez los profesores en formacion estudian la extension de propiedades geomeétricas del
planoalespacio,atravésdelaargumentaciényeldebate. Paracontribuiraresolver estasituacion
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proponemos el diseno de una secuencia de aprendizaje, donde se extiende la propiedad del
“circuncentro de las mediatrices en un triangulo” a su correspondiente en el tetraedro, bajo la
unidad cognitiva argumentar-conjeturar-demostrar, considerando los momentos didacticos:
i) apelando a la intuicion; ii) hacia la visualizacion dinamica y iii) formalizacion y generalizacion.
La implementacion se llevara acabo con un grupo de 15 de estudiantes cuarto semestre de la
Licenciatura en Ensefanzay Aprendizaje de las Matematicas en Educacion Secundaria del Plan
de Estudios 2018, de la Direccion General de Educacion Superior para el Magisterio (DGESuM).
Se espera favorecer el pensamiento matematico, la abstraccion y la comunicacion de ideas
en el camino de argumentar a demostrar la importancia de estudiar la idea de extender el
concepto de mediatriz del plano al espacio y en general sean capaces de analizar la posible
extension de cualquier propiedad.

La actividad profesional de formar a profesores de acuerdo con Laffitte (1991) se entiende como
un proceso planificado, de crecimiento y mejora en relacion con el crecimiento del futuro
docente, con las actitudes hacia su trabajo, con la institucion y que busca la interrelacion entre
las necesidades de desarrollo personal del maestro y las de desarrollo institucional y social.
Consecuentemente, el desarrollo profesional debe incidir no sélo en el desarrollo personal del
docente, sino también en el desarrollo de la organizacion y pretende fomentar una cultura de
colaboracion entre profesores, lo que lleva a la adquisicidn de nuevas practicas y enfoques de
ensefanza.

Entre los factores fundamentales que influyen en la calidad de la educacién secundaria, se
encuentra la formacion del profesorado. Como afirma Laurer (2001), el desarrollo profesional
de los docentes es uno de los factores mas importantes en el aprendizaje de los estudiantes. El
desarrollo profesional es la construccidn de la identidad profesional, que pretende el aumento
de la satisfaccion en el ejercicio de la profesiéon por medio de una mayor comprension y mejora
de las competencias profesionales.

El posicionamiento que tiene Esteve (2009) respecto a la estrategia de formar profesores que
se especializan en la ensefanza de una disciplina o area de conocimiento, donde primero se
dota de una formacion académica sobre los contenidos cientificos que se van a transmitir y
posteriormente se emprende |latarea de dar una formacién profesional sobre los conocimientos
pedagogicos, psicoldgicos, de destrezas socialesy comunicativas que se necesitan para ensenar
esos contenidos en las aulas, con la que no esta de acuerdo, sino con el modelo simultaneo
en el que al mismo tiempo, el futuro profesor estudia los contenidos cientificos y recibe la
formacién especifica necesaria para comunicarlos en las aulas.

Sobre la formacidén de profesores de matematicas, asumimos lo dicho por Dolores, Garcia,
Hernandez y Sosa (2013), en coincidencia con Esteve al plantear la necesidad de contar con una
perspectiva mas amplia e integral, proponiendo que la formaciéon del profesor de matematicas
se articula sobre la base de tres areas fundamentales: formacién matematica, formacion
pedagodgica y formacion docente. Segun este autor, el profesor de matematicas necesita de
una formacién profesional que le permita “desarrollar competencias para propiciar o producir
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el aprendizaje de las matematicas. Para que esto sea posible es necesario dominar el saber
matematico, conocer como aprenden los estudiantes y, sobre estas bases, poder utilizar o
diseflar métodos, procedimientos y medios didacticos que posibiliten el aprendizaje” (Dolores,
et al, 2014).

Entanto, Avalos (1996) afirma que es posible transformar las concepciones de los maestros sobre
contenidos geomeétricos en cursos de actualizacion docente, cuando se propician situaciones
de validacion y de institucionalizacion al abrir espacios de confrontacion en grupo para analizar
problemas, siendo una motivacion el éxito obtenido por incorporar los nuevos conocimientos
en mas situaciones problematicas. Asi pues, los argumentos dados sobre la validez de una
conjetura, movilizan los conocimientos personales y conocimientos compartidos que generan
la necesidad de una prueba como parte de las interacciones y por tanto abandono de la idea
de memorizacion.

Godino (2008) afirma que las entidades matematicas son creadas a partir de definiciones, en
nuestro caso lasde geometria no es la excepcion, tenemos reglas que determinan la descripcion
de nuestro contexto habitual y otras descripciones de representaciones idilicas para comunicar
la naturaleza de las propiedades a descubrir jugando con las reglas. Asi el lenguaje geomeétrico
extiende nuestra percepciéon de las formas a nuestro alrededor.

Por su parte, Miguel de Guzman (2007) destaca los posibles objetivos de la ensefanza de
la geometria, resumiendo: estimular la creatividad matematica mediante el experimento;
ejercitar el pensamiento deductivo, la demostracion; fomentar la capacidad de resolucion de
problemas; explorar los lazos con el resto de la actividad matematica; y fomentar el gusto y el
sentido de la armoniay belleza de la matematica.

En Lépez (2008) observamos lo importe que es para el profesorado tener desarrollado un
pensamiento geomeétrico:

“Esimportante reflexionar sobre las razones para ensenar geometria. Si el maestro tiene
claro el porqué, estara en condiciones de tomar decisiones mas acertadas acerca de su
ensefanza. Una primera razdn para dar esta unidad de aprendizaje la encontramos
en nuestro entorno inmediato, basta con mirarlo y descubrir que en él se encuentran
muchas relaciones y conceptos geomeétricos: la geometria modela el espacio que
percibimos, es decir, la geometria es la Matematica del espacio” (Lopez, O. 2008, p. 27).

Por lo que también Lopez (2008) reconoce los siguientes aspectos desarrollados al estudiar
geometria:

La Geometria trabaja con objetos ideales que se pueden manipular mentalmente,
gue no dependen de lo que perciben nuestros sentidos. Estudiar Geometria ofrece
la oportunidad de conocer a la primera ciencia en la que, a partir de unas cuantas
definiciones y postulados considerados verdaderos, se construye un soélido edificio de
afirmaciones cuya veracidad puede demostrarse (Lopez, 2008, p. 23).
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Nikolina Kovacevi¢ (2017) menciona que existe un didlogo entre investigadores, profesores y
educadores sobre qué es el razonamiento espacial en matematicasy cuales son las habilidades
espaciales que van mas alld de la educacién escolar como apoyo al aprendizaje. Define que el
razonamiento espacial puede describirse como el proceso de formar ideas a través de relaciones
espaciales entre objetos.

La ensefianza de la geometria clasicamente se ha realizado en |la escuela basica y obligatoria
con un énfasis de aprender las propiedades geométricas en el plano y dificilmente se pueden
encontrar programas de estudio que incorporen elementos de la geometria del espacio. En
mi caso particular, considero importante que los profesores en formacién puedan trascender
esta limitante al trabajar la geometria del plano al espacio, para fortalecer la experiencia
de ensenanza y aprendizaje haciéndole mas dindamica, donde la tecnologia permita la
observacion, la argumentacion y el debate de forma mas viva, sobre todo ahora que contamos
con instrumentales de geometria dinamica y otras recursos que permiten hacer una mejor
visualizacion de la geometria en el espacio. Con lo anterior expuesto, se torna fundamental
para desarrollar esta investigacion responder: ; COmo evoluciona la fortaleza de los argumentos
empleados por los futuros profesores de matematicas en la conceptualizacion de extender las
propiedades de las rectas notables del triangulo al tetraedro?

Por siglos, la geometria se ha concebido como la ciencia que modela el espacio fisico en que
vivimos, toda vez que percibimos la realidad en formas y cuerpos geomeétricos, lineas rectas,
angulos, diversos poligonos, paralelepipedos, etc., se configuran en relaciones espaciales que
abstraidas dan cuerpo al sistema geomeétrico, que potencian las formas de pensamiento y
razonamiento matematico, contribuyendo con ello a que los individuos tengan una mejor
comprensiéon del mundo en que viven.

La importancia de la ensefanza de la geometria ha sido por siglos también una constante
en la educacion basica y preuniversitaria, aunque se enfatiza principalmente en las relaciones
geométricas de las figuras en el planoy en menor medida en el comportamiento geométrico
especial, variando en su didactica, segun las concepciones que sobre la matematica y
especificamente sobre geometria se tenga. El reducir el estudio del espacio geométrico a tan
solo la descripcidn de las formas espaciales de cuerpos, de los que interesa medir y calcular
volumenes, le asumo como un problema de la enseflanza de la geometria en la formacion
de profesores de matematicas, quienes habran de ser los responsables de la ensefanza de la
geometria en los niveles educativos basico y medio superior.

Sin el conocimiento de propiedades geométricas basicas de los sdlidos y su representacion
espacial, limitara la concepciéon que sobre la geometria se forme el futuro maestro. En la tesis
doctoralde Mayra Solana (Solana, 1991) se establece elisomorfismo posible entre las propiedades
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del triangulo (figura plana) y las que con el se corresponden en el tetraedro (cuerpo espacial),
especificamente las referidas a las lineas notables del triangulo, se nota que es factible hacer
corresponder especialmente las propiedades aunque no todas, partiendo de definir tales
propiedades del plano, ahora en la referencia tridimensional, y proceder a su demostracion,
construyendo asi la geometria del espacio, la que sigue su desarrollo ampliando las teorias
propias.

La no ensenanza de los elementos de geometria del espacio son consecuencia de que los
alumnos incluso los ingresantes a carreras de ciencias o ingenierias muestran muy pocos
conocimientosde loselementos espaciales, tanto mas, poco o nula capacidad derepresentaciéon
mental y grafica de situaciones en el espacio.

De aqui la pertinencia de trabajar la tematica y disefar una secuencia didactica orientada a
mostrar de manera inicial (dado el espacio y contenido de esta tesis de maestria), la forma
metodoldgica de presentar la extension de propiedades geométricas del plano euclidiano
al espacio. En este trabajo nos limitamos a explorar las propiedades de las rectas notables
del tridngulo y su posible extensién como propiedades del tetraedro, como figura y cuerpo
basico de la geometria. Esto es, mostraremos la relacion existente entre el plano y el espacio,
mediante la presentacion de la analogia entre las propiedades del triangulo y el tetraedro;
pretendemos con ello contribuir al desarrollo de la imaginacion espacial en los docentes en
formacion mediante la adquisicion de habilidades en las representaciones geométricas y sus
correspondientes propiedades.

De tal forma que se hace necesario un estudio previo desde la teoria matematica de las
propiedades geométricas (rectas notables) del triangulo factibles de extenderse al tetraedro,
identificando las analogias y diferencias.

Asumimos como ya establecidos en Wentworth y Smith (2006) los elementos conceptuales
fundamentales tanto del triangulo como del tetraedro.

En el tridngulo tenemos algunos elementos destacables como son: medianas, alturas,
bisectrices, mediatrices, circunferencia inscrita y circunferencia circunscrita y puntos notables
como son centro de gravedad, circuncentro, incentro, y ortocentro , entre otros centros del
triangulo.

Tanto la comprension de elementos y propiedades en el triangulo tendran por analogia,
los correspondientes conceptos y definiciones en el tetraedro. En el triangulo, la altura es el
segmento que proyecta un vértice ortogonalmente sobre el lado opuesto. Para el tetraedro,
la definicidon analoga es el segmento que proyecta ortogonalmente un vértice sobre la cara
opuesta, nétese que en el triangulo las alturas son tres, en tanto que en el tetraedro son cuatro.

En el triangulo definimos a la mediana como el segmento que une un vértice con el punto
medio del lado opuesto, en tanto que para el tetraedro, la mediana es el segmento que une un
vértice en el centro de gravedad de la cara opuesta.
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En el triangulo, definimos a la bisectriz como el segmento de recta que divide en dos angulos
iguales el angulo generado por un vértice y los dos lados contiguos, o bien tal segmento es
equidistante de los lados del triangulo en cualquiera de sus puntos. En tanto en el tetraedro, tal
segmento de recta es equidistante en cualquiera de sus puntos de las tres caras del tetraedro
gue forma el angulo triedro.

Definimos mediatriz del tridAngulo a la recta perpendicular por el punto medio de cada lado;
en tanto lo que en el tetraedro, las mediatrices son las rectas perpendiculares a cada cara
por los centros de las circunferencias circunscritas en los triangulos que limitan a cada cara
del tetraedro. En cuanto a las propiedades de las principales rectas notables de las que se
han mencionado, sus definiciones (alturas, medianas, bisectrices y mediatrices) destacan las
referidas a su intersecciéon, generando las propiedades:

En todo triangulo, las rectas notables (alturas, medianas, bisectrices y mediatrices) son
concurrentesenunpuntodefinidocomo:ortocentro paralasalturas,incentro paralasbisectrices,
centro de gravedad para las medianas y circuncentro para las mediatrices. Estas propiedades
gue son generales para todo triangulo, resultan interesantes para hacerles corresponder
con las que serian las analogas en el tetraedro, siguiendo de inmediato la pregunta ¢para
todo tetraedro?. Hasta el momento se trabaja en la demostracion formal para incorporar el
contenido matematico en referencia y se modela con el software GeoGebra: https://geogebra.
org/classic/snw545yv; https://www.geogebra.org/classic/kunnuv8j; https://www.geogebra.org/
classic/fdkpjptg.

En mi experiencia como docente formador de docentes para secundaria, he constatado
insuficiencias del proceso de ensefanza-aprendizaje de la Geometria del espacio en la carrera,
al observar que los profesores en formacion muestran: limitaciones en el poder de imaginacion
espacial; dificultades en la representaciéon geomeétrica de cuerpos; dificultades en la resolucion
de problemas geométricos a partir del limitado desarrollo de la capacidad de visualizacion, lo
gue me motiva a indagar sobre la posible extension de propiedades geomeétricas ampliamente
conocidas cuando se refiere al planoy llevarles a sus correspondientes en cuerpos espaciales.

Objetivo general:

Disefar una secuencia didactica para el aprendizaje de la extension de la propiedad del plano
al espacio: el caso de las mediatrices del triangulo al tetraedro.

Objetivos especificos:

1. Analizar matematicamente la factibilidad de extension de propiedades geométricas
de plano al espacio en el caso de las rectas notables del triangulo y sustentar bajo qué
condiciones se valida formalmente para todo tetraedro.
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2. Disenary aplicar un tratamiento metodoldgico que permita en primer momento conjeturar
la extension de |la propiedad de la interseccion de las mediatrices del triangulo al tetraedro
y en segundo momento la deduccidon formal.

3. Caracterizar la evolucion de los argumentos empleados por los profesores en formacion
durante el proceso de conjeturacion y deduccion.

Asumimos la propuesta tedrica de Marmolejo y Moreno (2019) en referencia a construir
propiedades en el contexto escolar es la produccion de actividades orientadas de la intuicion a
la formalizacion, enfatizando la formacién de conjeturas, propiedades que siendo ciertas en la
matematica, son nuevas para el estudiante y se validan plausiblemente. Asimismo, tomaremos
como referente lo postulado por Marmolejoy Moreno (2018), donde destacan la tesis: La Unidad
Cognitiva Argumentar—Conjeturar—-Demostrar, sobre la importancia de elaborar propiedades
matematicas via la conjeturacion, la cual sera el recurso que usaremos en la secuencia didactica
del proyecto, formulando primero propiedades en el plano y luego su extension al espacio.

Propuesta de la secuencia didactica
Momento didactico: “Apelando la intuicién y la observacion”

Intencién didactica: Mediante construcciones geométricas con regla y compas, los docentes
en formacioén arribaran a las conjeturas de lo que usualmente se conoce por mediatriz y
circuncentro del triangulo: “recta perpendicular al segmento que contiene su punto medio”
y “la mediatriz de un segmento es el conjunto de puntos que equidistan a los extremos
del segmento”; “las mediatrices del triAngulo concurren en un punto que equidista a los
extremos de los vértices y es el centro de la circunferencia circunscrita”.

Recursos didacticos: Hojas blancas tamano carta, regla, compas, lapiz, sacapuntas, borrador,
mesa de trabajo plana, grabacion de audio.

Actividad:1

Dado un segmento construir la mediatriz con reglay compas. (alternativamente se espera que
los participantes realicen dobleces con el papel o recortes)

¢Qué angulo forman la mediatriz con el segmento?
¢Es perpendicular al segmento en algun punto especial?

¢Qué puedes decir de la distancia de un punto cualquiera de la mediatriz a los extremos del
segmento?

¢La mediatriz para el mismo segmento sera unica o existira otra?
¢COmMo enunciarias las caracteristicas encontradas de la mediatriz?

En binas:
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Construyan un triangulo arbitrario con tres puntos no colineales (llamando a los puntos A, B, C)
y tres rectas que unan los puntos AB, ACy BC.

¢Quétipotriangulo porsuslados construyeron? (argumenten mediante la observaciéon, pueden
emplear compas)

Construyan las mediatrices a los lados del triangulo.

¢Qué regularidad observan al haber construido las mediatrices de los lados del triangulo?
¢Esa regularidad la observan todos, en independencia del tipo de triangulo que construyeron?
Enuncien la regularidad observada.

Si estan de acuerdo en que las mediatrices de los lados de un triangulo son concurrentes,
¢Qué relacion tiene este punto de concurrencia con los vértices del triangulo?

¢(Cual es la razdon de ello?

¢Podria haber otro punto de concurrencia de las mediatrices?

¢Con el punto de concurrencia de las mediatrices y la equidistancia de este a los vértices, qué
figura se puede generar?

Entonces, formulen un enunciado que relacione las mediatrices de los lados del tridngulo, su
concurrenciay la circunferencia relacionada que ustedes construyeron.

“Las mediatrices de un triangulo concurren en un punto que equidista a los extremos de los
vértices y es el centro de la circunferencia circunscrita”

Momento didactico: “Visualizacion dindmica y generalizacion”

Intencién didactica: Mediante construcciones geométricas con GeoGebra y material concreto,
los docentes en formacion generalizaran la conjetura lograda en el momento didactico
“Apelando a la intuicion”: “las mediatrices de cualesquiera triAngulo concurren en un punto
que equidista a los extremos de los vértices y es el centro de la circunferencia circunscrita”
y exploran el desarrollo plano del tetraedro.

Recursos didacticos: Hojas blancas tamano carta, regla, compas, lapiz, sacapuntas, borrador,
mesa de trabajo plana, grabacion de audio, equipo informatico, GeoGebra Online/Escritorio.

Actividad:2

Estas relaciones que se encontraron, ¢se conservan para todo triangulo?.
Hagamos la representacion en GeoGebra.

¢:Qué sucede cuando movemos alguno de los vértices?

¢La propiedad de concurrencia de las mediatrices del triangulo se conserva o cambia? Demos
movilidad para representar cualesquiera otro triangulo.

He .k
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:Soninvariantes tales relaciones?/; Las relaciones que observaron en sus tridngulos particulares
se conservan en esta representacion de GeoGebra?

¢COmo enunciamos o escribimos estas relaciones? ¢ Se cumple para todo triangulo?
Pasemos al espacio...
¢Cual seria en el espacio el cuerpo equivalente a un tridangulo? Inicia el debate.

Los futuros docentes diran que una piramide o un tetraedro, a lo cual se les preguntara: ¢ por
gué una piramide o un tetraedro? Si no hay respuesta, preguntamos: ; Puede ser una piramide
o un tetraedro? Se prevé que los futuros profesores realizaran dibujos tridimensionales
representados en el plano o buscaran material concreto para hacer referencia a los cuerpos en
discusion y definir los criterios empleados para argumentar su propuesta.

Analicemos, ¢(Cuales son las caracteristicas geométricas y como se clasifica un tetraedro?
Mostrar los modelos de popotes, varillas y otros materiales para que los estudiantes recuperen
los componentes/elementos basicos: dngulos (plano y diedro), aristas, vértices, caras.

Inducir el desarrollo plano del tetraedro regular.

¢Si tuviéramos una hoja, una cartulina, un cartoncillo, palillos de madera, popotes, cémo se
construye un tetraedro?

Qué otros recursos Nos permitirian realizar la construccion del tetraedro?
Construyamos el tetraedro regular con material algunos de los materiales disponibles.

¢ComMo podriamos construir un tetraedro irregular?; Habra otro tipo de tetraedro que no sea
como este regular?

¢Podriamos, como en el triangulo del plano, construir las mediatrices espaciales? de las caras
del tetraedro?

¢Como ya saber donde van las mediatrices?
¢COmMo se verian y donde estarian ubicadas las mediatrices espaciales?
¢Sera unica la mediatriz espacial en cada cara?

¢ Esa propiedad de concurrencia de las mediatrices que ustedes ubicaron en el plano, como se
veria en el espacio?

Para cada una de las caras, levanta sobre el circuncentro una recta perpendicular al plano.
(Qué se observa de estas mediatrices espaciales?
.Seran concurrentes?

Enla geometria del plano, las mediatrices conocemos que las mediatrices equidistan de ciertos
puntos. ; En la geometria del espacio esta propiedad de ser equidistante se pierde? ; De quién
equidista?
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¢Cual serd un nombre adecuado para este punto?

;ComMo podriamos expresar esta propiedad en el espacio? mediatriz espacial.

¢ Ese centro de concurrencia era el centro este punto de concurrencia que genera?.
Trabajar la construccion con el modelo de las varillas y popotes.

¢La propiedad generalizada es para todo el tetraedro? La construcciéon del tetraedro regular
con material concreto (varillas). ¢ Hay mas tetraedros no regulares?.

¢COmMo se puede pasar de un tetraedro equilatero a un tetraedro irregular?.

Las relaciones observadas cambian o son invariantes? Enuncia la propiedad que resulta de las
relaciones de las mediatrices espaciales, punto de concurrencia y esfera.

Conclusiones

Hasta el momento no se cuenta con conclusiones, puesto que se trabaja sobre la formalizacion
del contenido a la par que de la secuencia didactica. Observamos que la contribucion podria
alcanzar a que los futuros docentes de matematicas logren realizar la demostracion formal
sobre la extension de la mediatriz del triangulo al espacio.
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